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LES DIFFÉRENTES PARTIES DE L'AFFUT/ 


1. Pendant que le boulet se meut dans l'âme 
de la pièce , le gaz de la poudre exerce k chaque 
instant des pressions égales et contraires sur le 
fond de l'âme et sur le projectile. Les pressions 
sur le fond de l'âme se transmettent sur toutes 
les parties de l'affût, et produisent le recul. Si 
l'on voulait déterminer à un instant quelconque 
les pressions que subissent les tourillons, l'es- 
sieu, ou d'autres parties du système, il faudrait 
connaître la loi de la force du gaz pendant l'in- 
flammation de la poudre , et tenir compte de la 
flexibilité des différentes parties de l'affîit et de 
la matière même du canon, ce qui rendrait le 
problème impossible à résoudre. Mais pour éclai- 
rer la pratique sur les efforts auxquels les piurties 
du système doivent être capables de résister, il 
suffit de déterminer la somme totale des pres- 
sions que chaque partie éprouve pendant toute 
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la durée de raction de la poudre. Or cettc^ 
somme est une quantité finie de mouvement^ 
qui ne dépend que de celle que le boulet a re- 
çue à la sortie de la pièce f et que Ton peut 
calculer en disant abstraction de la flexibilité 
du système. En général, une percussion n'est 
autre chose qu'une pareille somme de pressions 
successives qui ont produit^ dans on iaterralle 
de temps très court, une quantité de mouve- 
ment indépendante de la durée de leur action^ 
Dans la question actuelle, ce temps est celui 
que le boulet emploie à te mouvoir dans fin- 
teneur de la pièce ^ il s'élève à peine à un deux** 
centième de seconde : d'où il résulte que l'effet 
total de l'action de la poudre sur chaque point 
du système peut être assii^llé à une peMuBSion ^ 
et que le problème que noua aurons à résoudre 
consistera à calculer la viteSBe dont un corps 
d'uhe mâiee donnée devrait être animé pour 
qu'en venant frapper soit iH crosses, soit Tes* 
sieu, ou toute autre partie de l'aflfùt, ce choc 
produisit sur oes parties le même effet que Tac^ 
tion de la poudre. 

ft. Nous représenterons par /u la quantité de 

moàyement du boulet parvenu à la bouche du 

tanon^ Cette qtmntiié sera aussi eelle qui sera 

communiquée en sens contraire âu système de 

- fat pièce et de l'âfHU: par Faction totale de la 


(3) 
poudra (*). La directioo de cette force f^^ersi l'a» 
de la pièce. Noufi désignerons parô son iscKaair 
son sur le terrain , an^ qui sera positif ou négatif 
selon que la culas^ aura été abaissée ou élevée : 
clans le cas le plus ordinaire , cet angle sera po*- 
sitif et d'un petit nombro de d^rés. 

Le système entier est symétrique par rappcnt 
à un plan vertical passant par Taite de k pièce, 
ou parallèle à la direcii(^ du i^ecul; nous sup* 
poserons les ef&ts du tir semblables de part et 
d'autre de ce plan , en sorte que les deux roues , 
les deux crosses, etc., éprouveront ehacnine la 
méine percussion^ 

Pour fixer les idées, nous auppascTOQs au»i le 
terrain horizontal; nous le regarderoo» comcBe 
inflexible , ou du moins comme capable de i^* 
«ister sam flexion sensible aux pressions qu'il 
^routera daoa ses points de contact / soit avec 
les .roues, soit avec les crosses. Noua représen- 
terons par N et B k)s ac»nmes des pnessions ou les 
percuasicHis qui auront lieu au point de ccmtact 
de chaque crosse et k celui de chaque roue* Ces 
lopces seront verticales et dirigées dans le sens 
de la pesanteur; en les prenant en sens cou* 
traire, elles exprimeront les percussions v^ti« 
ixàhs que ji'afiut éprouvera aux mêmes pointe. 
Leurs grandeurs seront des fractions de f^ qa'd 


■*»-»"»*~^»w^— ^T^^^— •^•^^«P^i»»^^ 


I' I ■ ^ > 


(*) Note première à la fln de l'ouvrafs. 


(4) 

s'agira de déterminer; et si l'on trouve, pat 
exemple y N e= ti/U, n étant une fraction don^ 
née, cela signifiera que chaque crosse éprouvé 
le même choc que si le boulet lancé par le ca- 
non venait la frapper avec sa vitesse initiale, 
diminuée dans le rapport de n k l'unité. Il en 
sera de même à l'égard des percussions éfNrouvées 
par les autres parties du système, dont nous au^ 
rons à déterminer les rapports avec la force /t. 
Pendant toute la durée de l'action de la pou- 
dre, on devra négliger la pression eiercée à 
chaque instant contre le terrain par le poids du 
système, par rapport à celle qui est due à l'ac- 
tion du gaz, et qui est incomparablement plus 
grande, que la première; mais il faudra tenir 
compte du frottement, attendu qu'à un instant 
quelconque cette force est proportionnelle à 
la pression qui existe au même instant. Les ré- 
sistances totales que le frottement des crosses et 
des roues contre le terrain opposera au mou- 
vement de l'affiit seront des forces horizontales 
agissant en sens contraire du recul , que nous 
pourrons exprimer par JTf pour chaque crosse^ 
et par fB, pour chaque roue; y étant une frac- 
tion donnée qui dépendra de la^ nature du ter- 
rain et de celle des surfaces frottantes, et que 
nous supposons la même pour les roues et les 
crosses, afin de simplifier les formules que nous 
aurons à trouver. 
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5. Les quantités connues, dépendantes du 
poids et des dimensions des diverses parties' du 
système, qui entreront dans ces formules, se* 
ront représentées de la manière stiivante (^). 

Nous désigiierons par y la perpendiculaire 
abaissée de l'extrémité des crosses sur Taxé incliné 
du canon , et par c la perpendiculaire abaissée du 


C*0 Voyez la figure jointe à cet écrit , qui m'a été com- 
muniquée par un officier supérieur d'artillerie , ayec cette 
note : 

On s^ détcmiiné la position du centre de granité du, ca* 
non sur Taxe j en plaçant la pièce en équilibre sur l'arête 
saillaûte d'un corps résistant (par exemple sur Taré te d'un 
essieu placé en travers dans les encastremens) , de manière 
que l'axe fut horizontal* 

Pour obtenir la position du centre de gravité du système 
de la pièce et de son affût dans le plan vertical passant par 
l'axe y l'on a cherché d'abord celui de l'affût dans ce plan y 
qui le partage en deux parties à peu près symétriques, eu 
le suspendant au moyen d'un fil de fer d'environ 4 milli- 
mètres de diamètre , en sorte que ht direction de ce fil ren- 
contrât ce plan presque à angle droit. 

Ensuite , aa moyen de ce centre de gravité et de celui du 
canon , et dçs poids connus de la pièce et de l'affikt , il a été 
facile de déterminer sur la figure la position du centre de 
gravité du système entier. 

Bans les pièces de campagne , la distance de l'axe des 
tourillons à celui du canon est un douzième du calibre. 
Afin de rendre ici cette distance plus sensible et d'apporter 
moins de confusion dans le dessin , Ton a descendu les tou-. 
irillons^ comme dans les pièces de siège. 
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centre de gravité dd système sur la même droite; 

Par / k plod courte distance de Taxe des fou- 
rîUoDS k celui de la ris de pointage , à peu prés 
égale à la demi-longueur de la pièce ; 

Pttr V l'angle peu différent de 6 que le second 
de ces deux axes frit avec k Tcrticale ; 

Par h k hauteur du centre de gravité du sys- 
tème au-dessus du terrain , et par a la distance 
de sa projection horizontale à Textrémîté des 
crosses; 

Par h' et a' les mêmes quantités rektivement 
au centre de gravité du canon , que nous suppo- 
serons situé sur Taxe de la pièce , direction de la 
force /A ; 

Par r et b les mêmes quantités rektivement 
à chacune des deux roues, c'est«à-dit« k loti- 
giieur de son rayon et la distance de son point 
le plus bas à Textrémité des crosses. 

Dans la construction ordinaire des affûts , les 
trois lignes a^ a\ b, dififéreront peu entre 
elles; on aura A'> A, A > r; et Tângle 6 étant 
peu considérable , les lignes > et c seront à peu 
près égales kKetV — h\ elles auront pour va- 
leurs exactes : 

y zsa K oos6 — a' sin0, 

c =s {h*—h) cosfl— (tf'— a) sinft. 

Concevons par Taxe des tourillons deux plans , 
l'un horizontal et l'autre vertical; nous représcn- 
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ferons par p ia distance du centre de gravité du 
canon au premier pkoi, et par q sa distance au 
plan vertical. A cause de la prépondérance de 
la culasse, se centre sera situé du même cdté 
que cette partie de la pièce par rapport au se- 
cond plan ; il sera placé au-dessns ou au-dessous 
dtt plan horiaonlal, selon que Faze de la pièce 
sera au-dessus ou au-dessous de celui des tou- 
rillons. Pour comprendre ces deux cas dans 
les mêmes formules, nous regarderons la quan- 
tité p comme porîtrre dans le premier cas , et 
comme négative dans le second. Ces distances p, 
et q varieront avec Tangle 0; mais si on les a 
mesm*ée6 quand cet angle est nul , et que Ton 
représente al<H« leurs valeurs par p=: a^ qss ji^ 
on aura, pour un angle 9 quelconque, 

q :f=9 çL ffiinâ -4* /8 oosâ. 


Enfin, nous appellerons M, m, m% les masses 
du système entier^ du canon et de chacune des 
deux roues; et nous représenterons por MK', 
wA:', jn'Af*, les moments d'inertie de ces masseUf 
rapportés à des axes parallèles à celui des tPU'* 
rillons , et passant par leurs centres de gravité 
respectifs. Nous ferons aussi 


m 


2m 
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de sorte que, les poids étant entre eux comme 
les masses , n et n' exprimerout les rapports des 
poids du canon et des deux roues au poids du 
système entier. 

Il serait à désirer qu'on eût. déterminé toutes 
ces quantités, pour les différentes espèces de 
bouches à feu, soit par des mesures directes, soit 
par le calcul ou Texpérience. 

4. Voici également comme nous . rispirésiente-^ 
rons les inconnues de notre prolulème qu'il 
s'agira d'exprimer en fonctions des quantités 
précédentes. 

Nous avons d'abord exprimé par N et R. les 
percussions verticales qu'éprouvent les crosses 
et les roues à leurs points d'a{^ui sur le terrain.. 
Nous représenterons en outre : 

Par T et S les percussions horizontale et ver- 
ticale exercées sur l'encastrement de chaque tou- 
rillon y 

Par £ et F les mêmes forces relativement à la 
partie de chaque roue que traverse Tessieu; 

Par y la percussion sur la vis de pointage, 
dont la direction est l'axe de cette vis, faisant 
l'angle & avec la verticale : nous conviendrons de 
regarder comme positives ou comme négatives les 
forces horizontales, selon qu'elles agiront dans le 
sens du recul ou en sens opposé, et les forces 
verticales suivant qu'elles seront dirigées en sens 


. — ' — ' — I 
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contraires de la pe^nteur ou dans.le .même 

sens ; d'où il résultera . que les composantes ho- 
rizontale et verticale de la force. Y appliquée à 
la vis de pointage seront— r Vsin9Vet — V cos^'. 

Les mêmes forces T, S, Y, E, F, prises en 
sens contraire de leuirs directions respectives, 
agiront les trois premières sur le canon, et les 
deux autres, à . chaque .extrémité de L'essieu. 

Tous les points du système prendront, dans 
le sens horizontal , une yitesse commune ; leurs 
quantités de mouyem^nt correspondantes , étant 
proportionnelles à leurs masses, auront une: ré- 
sultante qui passera par. le centre de. gravité. du 
système : nous désignerons par X cette force 
horizontale. 

Le système entier pourra aussi prendre un 
mouvement de rotation autour de la droite qui 
joint les extrémités des. deux crossses^ ou plutôt 
leurs points de contact avec le terrain : nous 
désignerons, dans ce mouvement, par ^. la. vi- 
tesse angulaire dont tous les points seront ani- 
més. 

Il se pourra encorte qu'indépendamment de 
la rotation du système entier , la pièce tourne 
autour de l'axe des tourillons : nous représente- 
rons par C9 la vitesse angulaire de ce mouvement , 
produite , comme la vitesse ^ et la force X , par 
Faction totale de . la poudre. 

Enfin y cette même action imprimera à chaque 
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parallèle à Taxe de rotation; par x et / le& 
coordonnées horizontale et verticale de ce cen- 
tre , coinptées dans un plan perpendiculaire à 
Taxe de rotation , à partir de leur intersection 
comme origine; par x* et y les coordonnées 
du même centre, comptées dans les mêmes di- 
rections et dans le même plan que x et ^, mais 
à partir d'une autre origine ; les résultantes ho- 
rizontale et verticale des quantités de mouve- 
ment de tous les points de m seront exprimées 
par — myc} et mxùà ; et la somme de leurs mo- 
ments, pris par rapport à un axe mené par la 
seconde origine, parallèlement à Taxe de rota«t 
tion , aura pour valeur 

(A:* + xxf 4- yj')nuD. 

Quand ce second axe coïncidera avec celui de 
rotation , cette somme deviendra {1^ -f- d^) mea ; 
d étant la distance du centre de gravité à cette 
droite. Quand Taxe de rotation , ou l'axe des 
moments, passera par ce centre , cette même 
somme se réduira à h^mt» ^ quelque part que soit 
l'axe des moments dans le premier cas, ou l'axe 
de rotation dans le second. Les valeurs positives 
de^ étant portées au-dessus de l'axe des x^, on 
regarde dans ces formules la vitesse a> comme 
positive ou comme . négative , selon qu'elle tend 
à élever ou à abaisser la partie de cet axe hori^ 
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zontal sur laquelle sont coitoptées les valeurs ^o-> 
sitÎTes de X. 

£n appliquant, par exemple, ces formules à 
la rotation du canon autour de- Taxe mené par 
rextrémité des crosses, et prenant lés moments 
par rapport à l'axe des tourillons, il faudra faire 

y s= p, û> = — ^. ' 

Les résultantes horizontale et verticale des 
quantités de mouvement de tous ses points 
seront mh'^ et 77k/^, et \b. somme de leurs 
moments 

— {k* — a'q + hp)m^. 

De même, si Ton considère la rotation de la pièce 
autour de l'axe des tourillons, et qu'on prenne 
les moments par rapport à l'axe parallèle passant 
par l'extrémité des crosses, on fera 

d'où il résultera 

— mpcf et mqci} 

pour les résultantes horizontale et verticalie fdes 
quantités de mouvement de tous ses points , et 

(A* — a'q + h'p)mcû 
pour la somme de leurs moments. 
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6. Cela paaé , les quantités de mouvement de 
tous les points du système , étant prises en seiis 
contraire de leurs directions , doiyeat faire équi- 
libre à la quantité de mouvement f$ qui lui a été 
communiquée I et aux résistances aN, -**« a/N, 
aR, — ^fK , qu'il éprouve à ses pointa d'appui 
sur le terrain. Égalant donc à zéro les sommes 
des composantes, soit horizontales , soit verti- 
cales, de toutes ces forces, et observant que 
celles de la force /a sont fÂ cos A et — /u sinfl^ 
nous aurons 

/u, cos8— a/(N4-R)— X — hM(p+ pmcù := o^ 
— lu sin9 -f- a (N -|- R ) — aM^— gnuD s= o. 

Prenant ensuite leurs moments par rapport à 
Taxe passant par les points de contact des crosses 
avec le terrain , et égalant à zéro la somme des 
moments des forces qui tendent à faire tourner 
le système autour de cette droite dans le sens 
de la &H«e jtt, moias la «HDiae de ceux des forces 
<]ui tendent à le faire tourner dans le sens op- 
posé, on trouve 

^yte 4- aAR — AX — (K* + a* H- A*)»!^ 
> ^-^ ;(4f — a^q ^^ h'p) mcû + aA'^m'^ = ^' 

Les quantités de mouvement de tous les points 
de la pièce dues à la vitesse horizontale commune 
à tous les points du système auront pour résul- 


^ 


( i5) 

tante unp forcç passant par le centtè de gravité 
du canon, et qui sera à la force X comme sa 
masse m est à la masse M du système, c'est-à- 
dire égale à nX. Cette force et les quantteés de 
mouvement des points du canon dues à ses ro- 
tations autour de Taxe passant par l'extrémité 
des crosses et autoiu* de Taxe des tourillons^ 
étant prises en sens contraire de leurs direc- 
tions, feront équilibre à la quantité de mouve- 
ment f0f qui a été communiquée à la pièce et 
aux résistances horizontale et verticale Y sin O', 
V oosQ' — aT, — û8, qu'elle éprouve en s'ap- 
puyant sur la vis de pointage et sur Tencastre- 
ment des tourillons. Pour cet équilibre , il faudra 
qu'on ait 

^cotA -f* V rin»'*-»- %T ^ nX^ rûiM^ + pmrn m 4>, 
*«* M sin 6 H^ y ces 6' -^ aS ~ JM^Mf -^ gmm ss o, 

les moments étant pris, pour former la troisième 
équation, par rapport à Taxe des tourillons, ce 
qui fait disparaître ceux des forces T et S, dont 
la résultante passe par cet axe (n^ 4). 

En formttnt de même les trois équations né^ 
CBBBaires à l'éqoi^re des quantités de mouve* 
ment de tMis les points de dmque roue, prises 
en sens contraire de leurs directions, et des 
résistances E, F, R, — /"R, qu'elle éprouve à 
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ses points de contact avec Tessieu et avec le 
terrain , on trouve ' 

E — ./R — i n'X — i n'rM<p sis o, 

F-i- R — ifi'iM^ = o, 
r/R -^ - n'k"M(p + kf'm'X = o ; 

2 
* • 

les moments étant rapportés, dans la troisième 
équation, à Taxe de Fessieu, ce qui dispense 
d'avoir égard à ceux des forces E et F dont la 
résultante passe par cette droite. 

Si l'on substitue la valeur de Â^^m'^^ tirée de 
la dernière équation de ce numéro , dans la troi- 
sième ; que Ton retranche de celle-ci la première 
multipliée par A, et la seconde multipliée par a; 
et que l'on ait égard aux formules du n* 5, on 
aura 

«^+a(*-/r)R— a(a— /A) (N + R) - (K*— n'^'') M^ 

équation que nous emploierons à la place dé la 
troisième, dans les calculs suivants. 

Telles seront les neuf équations qui serviront à 
déterminer les inconnues du problètne, dans tous^ 
les cas. qu'il présente, et que nous allons succes- 
sivement examiner. 
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PREMIER CAS, 

Dans lequel les roues restent en contact as^ec 

le terrain. 

*t. Dans ce cas, on aura 

^ £= o; 

et pour qu'il ait lieti , il faudra que la valeur de R 
soit positive , afin que les roues s'appuient contre 
le terrfidn , et ne soient pas soulevées. 

Les dernières formules du numéro pré<îédent 
donnent d'abord 


équations qui feront connaître immédiatement 
les valeurs de E , F, >|/ , dès que celles de X et R 
auront été déterminées. La valeur de 4 étant 
négative, il en résulte que le sens de la rotation 
initiale des roues sera tel que leurs points de 
derrière seront abaissés, et ceux de devant sou- 
levés (n®4)» 

En faisant aussi ^=0 dans les autres équations 

2 
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du numéro précédent, nous aurons 

/btcosS — a/(N4-R) — X+pnuà = o, 
— /*sinÔ4-2(N+R) — qnuâ = o, 
c/*+2(6— /r)R— a(fl— /A)(N+R) 

+ [A»— (i*' — a)g+(A'— A)p]iiia» = o, 

ft cos 6 + V sin y — aT — nX + pmc» = o^ 

— ^tsin9+Vcosô'— aS — qma =s o, 

aft — ZV — npX-f- (**+P*+5*)''w* = o. 

Mais il faut maintenant observer que le cas que 
nous considérons se subdivise en deux autres, 
selon que la pièce tourne ou ne tourne pas au- 
tour des tourillons. 

8. Si la pièce ne prend aucun môu veulent de 
rotation y on aura o^ssso^ et il faudra que la valeur 
de y soit positive pour que la culasse s'appuie 
effectivement sur la vis de pointage. Les équations 
précédentes donneront alors 

X = (cos 8 — /sin fl)^, 

*- W=F) 

» a(Al>) ^' 

V=[«— np(cose— /sin9)]y, 

T sai Vsine' + 5 L(» — l»)cos84- »î/ sin «]/!«, 

Ss=-VcosÔ'— -/wsinG. 


• I 
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tlomme on a^ ^fr^ ^ iraleur de R sera né* 
gatiye y et le cas que nous examinons impossible 
dans le tir horizontal ;' mais cette valeur^pouira 
devenir positive pour une inclinaison suffisam- 
ment grande- 

Lorsque les tourillons sont au-dessous de Taxe 
du canon, les quantités et et p sont positives 
( n* 3) , et par suite la valeur de V Test aussi ; 
quand p au contraire Taxe des tourillons sera au- 
dessus de celui de la pièce, cette valeur sera 
négative, et la pièce devra prendre un mouve- 
ment de rotation. 

9. Dans ce dernier cas, on devra faire Y=o 
dans les équations du n* 7, et la valeur de cà qu'on 
en déduira devra être positive pour que la cu- 
lasse soit soulevée. Ces équations donneront dans 
cette hypothèse : 

_. - i* — ^P (^^^ B *- y sin e)]/t 
^ [*' + />•(! — /i) + ^te + nj5^)]w' 

X=(cos fl — fsia^)fjt, + {p — y?)] wt», 

^ {c+[ft— a+/(^— rt] sid e } jM 

T=-[( i-ii)cosfl-f-/ï/sinfl]yu-f.- [(i-»)/H-n/^]mû?, 
S=s yw sinO qmoùy 


2.. 
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en laissant , pour alM^éger, la lettre « à la place 
de sa valeur dans les cinq dernières formules. 

U faudra que l'inclinaison 6 soit plus grande 
que dans le cas précédent, pour que la condi- 
tion R positive soit remplie. Quant à ^a valeur 
de m , elle sera positive y et la pièce tournera en 
effet, lorsque les quantités « et ^ seront néga- 
tives, c'est-à-dire lorsque Taxe des tourillons 
sera au*dessus de celui de la pièce, ce qui s'ac- 
corde avec le numéro précédent. 

Toutefois , à raison de la perte de fluide qui a 
lieu par la lumière, la pression sur la partie in- 
férieure de l'âme l'emporte sur celle qu'éprouve 
la partie supérieure. Or, cet excès de pression, 
ainsi que le frottement des tourillons contre leur 
encastrement, dont nous n'avons pas non plus 
tenu compte, sont des obstacles à la rotation de 
la pièce , qui pourront empêcher la culasse de se 
détacher de la vis de pointage, lorsque l'axe du 
canon ne sera que très peu abaissé au-dessous de 
celui des tourillons. 


DEUXIÈME CAS, 

Dans lequel les roues se détachent du terrain. 

10. Il faudra alors faire K = o dans les for- 
mules du n*" 6 ; et pour que ce cas ait lieu j il 


(.1 ) 

sera nécessaire que ia valeur de f soit positive, 
comme ces formules le supposent. 

Les trois dernières donnent d'abord 

E =. i n' (X + rM<p), 
F = i n'ÏM<p, 

ce qui fera connaître immédiatement les forces £ . 
et F et la vitesse ^^j aussitôt que les valeurs de X 
et f> auront été déterminées. La vitesse >[/ étant 
positive , la rotation initiale des rques se fera de 
manière que les points de derrière seront élevés , 
c'est-à-dire en sens contraire de ce qui a lieu 
dans le cas où elles restent en contact avec le 
terrain. 

£n (aisapt l^^^o dans le$ autrei^ équations du 
n° 6 , elles deviennent 

fi cosfl — a/ïî — X — AM^ ^ pmtù 5= o, 
— yusinO + ^N — oMç — qmcô = o, 
eyu — a (a — /A)N — - (K*— n'k'^)mp 
+ [*•— [cl^ a)q ^ {h'^h)p'] m« 5= o : 

BOUS n'écrivons pas celles^ qui contiennent Y^ 
T, S| parce qu'elles demeurent les mêmes que 
dans ce numéro. 


(") 

Le. second cas, dont il est mainteBant qucs<* 
tion, se subdivise, comme le premier, en deux 
antres , eu égajrd à la rotation ou à la non-rota- 
tion de la pièce autour des tourillons. 

il. Supposons en premier lieu que la pièce 
ne tourne pas. On fer^ » s^ o, et ij faudra que 
la valeur de Y soit positive. Les équations pré- 
cédentes donneront 


en Êûsanty pour abréger , 

Celles du n"* 6 qui contiennent Y , T, S , don- 
nent ensuite 

Y = [«.^ 1^ (cosO — fsiaO)}^ 


T =Iv«my + ^ f(i-.ii)co8ft+n/ffli»l]/* 


n^ 


S =iVco86'— i^8in«-[c— (a— /ft)8in9]2^. 

% 2 3tl 
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La valeur de ^ el çdle de A du b* 8 étant de 
signes contraires, il s'ensuit que la condition (p 
positive sera remplie, puisque, par hypothèse, 
la condition R positive ne l'est pas. 

A cause de la seconde partie de la valeur de Y, 
il se pourra que cette valeur soit négative , quoi- 
que celles de a et ^ soient positives, c'est-à- 
dire qu'il pourra arriver que la eulasse ne reste 
pas en contact avec la vis de pointage , quoique 
les tourillons soient au-dessous de Faxe de la 
pièce. Quand ils seront au-dessus, la condi- 
tion Y positive ne sera pas satisÊûte, et la pièce 
tournera. 

12. Supposons maintenant que la pièce ait, 
en effet, un mouvement particulier de rotation / 
indépendamment d^ celui du système entier» Oa;. 
fera alors 

V = o, 

et le valeur de ùè devra être positive. Les équa-' 
tions du n* 6 qui contiennent cette forcé Y se 

réduiront à 

j 

y^ QQsA — aT — ^ iiX -*• nh'Mp -f- pnu» =s o, 
— /Ksiùô — aS — nafVlip — qmG» = o, 
au — npX — n{k^ — a'q + h'p) Wp 

+ (*• H- /»' + 9') '»<» = ^ ; 
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jointes à celles du n* 10, on en déduit 

^ "^ |_t«-np(c68l-/Mn8)l[**-(ûV^)y+(*'-%]J DM^ 
^ l—[«— /y (co88—/8inl)](K'-- n *'•+«»— /afc)J Dm' 

2 2 2 

* • , 

S = M sin é na'Mp qnu» , 

2 2 2 ' 

en faisant, pqur abréger^ 

^n\k-^{a'^fh)q+{h'^h)p] [k'^^a'q+{h'—1i^fa)p'\ =D , 

et conservant , aussi pour simplifier , les lettres ^ 
e%fi^^ |a plaqç 4(^ l^ur# valeurs dans le» quatre 
d^ri^èyç^ f xpre^sipps, 

Le dénominateur D sera, en général, me 
qiiantité positive; et le$ conditions <p et a» po- 
sitives aerpnf Remplies k»sqt)e la quantité 
ç ; — {a — jf^j.siftd ÇLj^ra pp^itive , et qu'en même 
temps a et p seront négatives, ce qui suppose 
l'axe des tourillons au-dessus de celui de la pièce : 
elles pourront encore être satisfaites dans d'au- 
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Ires cas , que l'op reconnaîtra par lé calcul numé- 
rique des valeurs de ces vitesses ^ et âi. 

13. Voici présentement les observations les 
plus générales auxquelles ces diverses valeurs des 
percussions peuv^it donner lieu , soit quand les 
rcMÎes sont soulevées , soit lorsqu'elles ne le sont 
pas. 

Lorsqu'on diminue ie poids de la pièce, la 
fraction n devient plus petite , et la' fraction n^ 
augmente; si Ton ne fait aucun autre cliange- 
ment au système, son centre de gravité s'éloi- 
gnera de Taxe de la pièce , et la valeur de c sera 
plus grande. Or, l'inspection des formules que 
nous venons de donner; pour tous les cas que 
nous avons considérés, moptre que ces varia- 
tions de n, ^^, Cj augmenteront; généralement 
l'intensité des percussions que les différentes 
psHTties du système auront à supporter ; d'où il 
r^ulte que 9 toutes choses d'ailleurs égal^, les 
pièces les plus légères sont celles qui doivent 
&tjguw le plus kurs afiuts ; ce qui est conflnné 
pur l'olbservation. 

En angmentant le poids des roues , on aug-r 
mente la fraction n\ et les percussions qui ont 
U^u wj, extnémités de l'essieu en deviennent 
plus grandes; l'essieu soufire donc davantage 
quand les roues ont une masse plus considérable, 
ce qui est aussi conforme à l'expéri^cè. 
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La valeur de E esl toujours positive : cette 
composante horizontale agit donc sur la vouev 
dans le sens du recul, et sur Fessieu, dans le 
sens opposé (n"" 4). Ainsi y l'effet du tir est de 
tendre à fléchir l'essieu horizoatalem^it , en le- 
rendant convexe du côté de la culasse; et, effec- 
tivement^ après qu'on a tiré un grand nombre 
de coups , on trouve que l'essieu a pris , dans le* 
sens horizontal , ime courbure dont la convexité 
est tournée en arrière. 

L'autre composante F est positive ou néga- 
tive , selon que les roues sont soulevées , ou* 
qu'elles demeurent. en contact avec le terrain : 
elle agira donc sur les roues, en sens contraire 
de la gravité, dans le premier cas^ et suivant 
la direction de la pesanteur, dans le second ;< 
et vice versa par rapport à l'essieu. Par consé- 
quent l'effet du tir, dans le sens vertical, est de 
tendre à augmenter la convexité naturelle de Tes*, 
sieu qui est tournée vers le haut, lorsque le& 
roues sont > soulevées, et, au contraire, de tendre 
à diminuer cette courbure, quand les roues res- 
tent appuyées sur le terrain. Toutefois, dans le 
premier cas, les roues ^ après avoir été soule- 
vées, retombent sur la terre, et l'effet de ce choc 
en retour doit être de diminuer la convexité de 
l'essieu, que le choc direct avait augmentée. Il 
serait donc impossible de décider, à priori ^ si 
l'essieu doit devenir plus convexe ou moins. 
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convexe dans le sens vertical, après un grand 
nombre de coups. On a reconnu dans la pra- 
tique que sa convexité, est toujours augmentée, 
ce qui peut venir de ce qu'il résiste moins , d'a- 
près sa construction, à se courber davantage 
qu'à se redresser; mais un accroissement de 
convexité, tournée vers le baut, ne pouvant 
avoir lieu que dans le cas où les roues sont sou-^ 
levées, on conclura du fait que nous venotis de 
citer que ce cas est celui qui arrive le plus sou- 
vent, quoique le soulèvement des roues puisse 
être insensible à la vue : c'est aussi ce qui résulte 
de la condition relative au cas contraire (n** 8), 
qui doit être rarement satisfaite dans le tir le plus 
ordinaire, où l'inclinaison de la pièce est peu 
considérable. 
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PREMIER CAS, 


Dans lequel les, roues et les crosses demeurent 
en contact avec le terrain. 

lé. La détermination du recul est une que^ 
tion bien plus compliquée qu'elle ne le paraît 
d'abord. La principale difficulté qu'elle présente 
provient de ce que Taction du frottement des 
roues contre le terrain n'est pas la même pen- 
dant toute la durée du mouvement. La manière 
dont nous considérerons ce genre de forces, 
soit dans les percussions, soit dans les mouve- 
ments continus, pourra être utile dans d'autres 
occasions, et) par exemple ^ dans la théorie dii 
tirage des voitures , qui n'a pas encore été donnée 
par les géomètres. 
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^ Ce problème est très différent selon que les 
roues sont ou ne sont pas soulevées; nous nous 
occuperons successivement de ces deux cas, en 
commençant par le plus simple, ceilui où les 
roues et les crosses restent en contact avec le 
terrain. Mais pour simplifier la question nous sup- 
poserons , dans ce premier cas et dans le second , 
que la culasse ne se sépare pas de la vis de poin- 
tage, et que l'une est attachée à Tautre, si cela 
est nécessaire, avec une force suffisante. Nous 
négligerons aussi, comme précédemment (n* 4), 
le firottement des roues contre l'essieu; et nous 
continuerons d'employer toutes les notations du 
n* 5. 

15. Cela étant, désignons par P le poids du 
système entier, dont la masse est M, en sorte 
qu'en représentant à l'ordinaire par g la force 
accélératrice de la gravité, on ait 

P = ]%. 

Soient , à un instant quelconque ^ ^ le temps écoulé 
depuis l'origine du mouvement, et a: la distance 
du centre de gravité du système à un plan fixe , 

perpendiculaire à la direction du recul : ^^ sera , 

à cet instant, la vitesse de translation commune à 

tous les points du système, et M j la quantité de 
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mouvement dans le sens horizontal , dont la va- 
leur à l'origine est celle de X du n* 8.^ Donc en 
faisant yte =: Mi^ , c'est-à-^lire en désignant par v 
la vitesse du projectile à la bouche du canon, 
diminuée dans le rapport de sa masse à celle du 
système entier (*), nous aurons 

gj. = (cosB ~/sinfl)</> 

quand / = o. Le recul sera terminé dès que 
cette vitesse initiale aura été épuisée, et qu'on 
aura 

dx 

Représentons au bout du temps t, par Q et 
Q' les forces égales et contraires aux pressions 
de chaque crosse et de chaque roue contre le 
terrain; les frottements aux mêmes points se- 
ront /Q et /(^, et la vitesse du recul n'étant 
jamais très grande, le coefficient /* en sera indé- 
pendant, et devra être regardé comme constant 
pendant toute la durée du mouvement. 

Soit encore, au même' instant, u la vitesse 
angulaire commune à tous les points des roues ; 
sa valeur à l'origine sera celle de 4 du n^ 7, 


(^ Note deuxième 1 la fin de Touvrage. 
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Savoir : 

diaprés la valeur de R du numéro suivant. 

A cette époque, la vitesse de rotation ru des 
points inférieurs des roues tie sera pas égale et 
contraire à leur vitesse de translation ; la seconde 
vitesse remportera sur la première, c'est-à-dire 
que Ton aura 

dx 

^ + ru > o'y 

m 

et cette inégalité subsistera pendant un certain 
temps. Or, tant qu'elle aura lieu, le frottement 
entier fQ' de chaque roue contre le terrain 
exercera toute son action; mais dès que ces 
deux vitesses seront devenues égales et con- 
traires, ou qu'on aura 

/ 

ê 

dx 

^ = - «*; 

une partie seulement de ce frottement subsis- 
tera, et son action entretiendra cette égalité 
jusqu'à la fin du mouvement. Nous exprimerons 
par f ce frottement * partiel. Cette force agira 
dans le sens du recul, ou en sens contraire, 
selon qu'elle sera positivé ou négative; mais il 
faudra toujours qu'abstraction faite du signe, 
on ait 

p < /Q'. 
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16. Nous voyons par .là. i^û' il. seira /nécessaire' 
de distinguer deux intervalles de temps dans la 
durée du recul : l'un, pendant lequel les roues 
glisseront^t tourneront à la fois, tandis que dans 
Tatitre le glissement aura disparu , et la vitesse 
absolue des points inférieurs sera constamment 
nulle. Dans le. premier intervalle,. les forces mo- 
trices de tous les points du' système, prises eîi 
sens contraires de leurs directions, feront équi- 
libre, à chaque instant, aux forces aQ, aQ' — ^a/Q, 
— a^Q', et au poids P du système; et pendant 
le second , elles, feront équilibre à ces mêmes 
forces, à Texception de — ajfQ',, qu'il faudra rem- 
placer par la force, af, dont le rapport à la presr 
sion Q' est iqçpqnv. . 

En ayant seulement égard aux I»o^veInents 
de translation du système , , les forces motrices 
de tous ses poiilts auront pour résultante une 
force horizont^e, passaiit par ^ so^i centre de 

gravité et égale à M ^— ; la somme des forces 

motrices de tous les points de chaque rotiej^ dpes 
à sa rotation autQur. de l'essieu^ est égale à zéro, 
dans le sens horizontal et dans le sens vertical; 
la sopame de leurs mo^^aents sera exprimée pai; 

m'jj»^ Éi^ qtrel que soit l'axe £»iquel ils sont râpH 

ut 

portés (n* 5), les trois équations de l'équilibre 
dont il est question seront donc, pendant le pre- 
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mier intervalle de temps, • 




les moments étant pris, dans la troisième, par 
rapport à la droite de contact des crosses avec le 
terrain. 

Ces équations renferment les quatre inconnues 
Qj(^j Xj u : il en faudra donc une de plus 
pour résoudre le problème. Nous Tobtiendrons 
en considérant les roues isolément , et formant 
Tune des équations d'équilibre dé leurs quantités 
de mouvement infiniment petites y perdues à 
chaque instant , savoir, l'équation des moments 
rapportés "k Taxe de l'essieu , qui sera alors 


//Q'^m'*'-^=.«, 


puisque nous négligeons te frottement des roues 
ôofitre FessietL 

Pendant le second intervalle de tetnps , bn 
aura de tncme quatre équations qui se dédui- 
ront des précédentes y en remplaçant, dans la 
première et la dernière , la force — /Q' par py 

et faisant 

dx 

rdt 
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Oo aura, de cette manière, 

^/Q — ap + M ^ = o, 
aQ + »Q' — P = o, 

I 

arp 4- -^ M ^ s= o; 
et les quatre inconnues seront Q, Q', f^ <e. 
17. On tire des quatre premières équations : 

,_ (a -./&)P 

== —fs^ 


de 

'fr) 


*» fgr [a -^ J 

dt — n'A'«(6— J 


En intégrant les deux dernières formules, .et 

dx 


ayant égard aux valeurs de -jr et de u , qui ont 


lieu quand ^ = o , il vient 
-jj^ = (cos fl — /sin 6) <» — >^« , 

3.. 
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Soit/, le temps écoulé lorsqu!on aura «== — -^, 

w 

ou la darée du premier intervalle , nous aurons 

«.=(co86-/8iiifl)(6— /r) n'k"+[c^a-fh) «infl]//-]^. 
et, pour la vitesse à la fin de cet intervalle , 

^ = [(a —fh) cose —fc] 9^, 

en Élisant, pour abréger, 

(b -^Jr)n'kf* + (a —fh) r» = D. 

Si l'on désigne par x^ la longueur du recul 
pendant le temps t, , on aura , par une seconde 
intégration , 

fgi'i 

2 


X, = (cos 6 — /sin fi) yt.—i^, 


où il n'y aura plus qu'à mettre pour.i(j sa valeur 
précédente. 

Les quatre dernières équations du numéro 
précédetkt donnent ^ 

'"' Q = (*-«) (r'-f- «'A") ^, 

'' "- iô' ' 

£JÇ (* — 9)fgf' 

dp — D' ' 


( 37 ) 
OÙ Ton a fait , pour abréger, 

(6 -/A) r* + (6 - fr)n'k'^ = D', 

A cause que b — a est une petite partie de 6, 
f est aussi une petite partie de -rf^y ^^ Q' diffère 

peu de- P, de sorte que la condition f ^/Q[ 

se trouve remplie. 

Si Ton intègre la dernière formule, et qu'on 

dx 

ait égard k la valeur de^, qui répond à la fin du 
premier intervalle ou à ^= ^^ ,~on aura 

5^= [(«-/^) C08Ô-./C] — — i L^ i^, 

pour toutes les valeurs de t qui surpassent t^. 
En supposant donc qu'on ait ^ = /| -f* ^» y ^ ^^ 

fin du recul, ou quand j- = o, nous en con- 
clurons 

f — ^ lia- f h) COBÙ-^ fc]i^ 

Désignant ensuite par œ^ la longueur du recul 
pendant le temps ^,, nous aurons cette ex- 
pression 
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(38) 
dans laquelle il faudra substituer pour t^ sa v^r 
leur précédente. 

La durée totale du recul et sa longueur en- 
tière, qu'il s'agissait de déterminer^ seront t^^t^ 
et X, + X,. On devra se souvenir que ces for- 
mules ne sont pas applicables au cas du tir 
horizodtal , et qu'elles supposent , la quantité 
{a — fh) sin 6 — c positive ou nulle (n" 8)- 


DEUXIÈME CAS, 

Dans lequel les roues et les crosses sont soulesrées 

alternativement. 

18. Dans le cas du numéro 10, où les roues 
sont détachées du sol par l'action de la poudre, 
elles sont d'abord soulevées jusqu'à une certaine 
hauteur, puis elles retombent et viennent frapper 
le terrain. L'effet de ce choc est, en général^ 
d'imprimer au système un mouvement de rota- 
tion autour de l'essieu : les crosses sont soulevées; 
elles retombent à leur tour sur le terrain; ce 
nouveau choc soulève une seconde fois les roues; 
et ainsi de suite. Pendant la durée du recul, 
et même après qu'il est fini, le système tourne 
donc alternativement autour de l'extrémité des 
crosses et autour de l'essieu : de sorte que la 
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question qu'il s'agit maintenant de résoudre con- 
siste à déterminer la durée do chacune de ces 
rotations successives ^ la longueur du recul qui 
lui correspond', et les effets du choc qui la ter- 
mine ; effets qu'il est nécessaire de connaître aussi 
bien que ceux de l'action immédiate de la poudre, 
pour juger de tous les efforts auxquels les diffé- 
rentes parties du système devront être capables 
de résister. 

19. Relativement à la première rotation, nous 
représenterons, comme plus haut, par a: la dis- 
tance, au bout du temps/, du centre de gravité 
du système à un plan fixe, perpendiculaire à la 
direction du recul, et passant par la position 
initiale de ce point; nous désignerons^ au même 
instant, par z l'angle décrit par ce même point 
autour de Taxe passant par les extrémités de^ 
crosses; par u la vitesse angulaire des roues du^ 
à leur rotation autour de l'essieu; par Z la force 
ég^l^ et contr ^ir^ à la prei^on exercée par chaque 
crosse contre 1^ tftrrwi» et p^i: cppséqi^eçt, 
par/Z }e. frott^m^t ^^ v^àvm point. I^a yite^fîç 
da tts^n^^iÎQn du système et^ vitesse gi^gulaîr^ 
dp rQtfttion sfront^ à UQ i^tiajd: quQlçpnqu^^ 

^ el:r; leurs valeurs initiales et cdle de utè- 
sulteront de$ n°* iÔ et . 1 1 ; en sorte (juç^ ppujç 
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t =' o, nous aurons 

^ = (cos9~/sinfl) i;~(A+/a)(p, 

en Ëdsant toujours /ut = M(^ , et conservant la 
lettre ^ à la place de sa valeur, savoir : 

[c— (a ~ /A) sin ft] t^ 

Si Tangle z pouvait devenir un peu considé- 
rable, les valeurs de x et des autres inconnues 
du problème en fonctions de t ne pourraient 
s'exprimer que par des séries très compliquées : 
c'^est pourquoi nous supposerons cet angle cons- 
tamment très petit , ce qui est d'ailleurs conforme 
à l'expérience, et nous bornerons l'approxima- 
tion au premier terme de chacune de ces va- 
leurs en séries. 

. . . ' t 

20. Pendant cette première rotation i les forces 
motrieeis dé tous les points du système, dues aux 
mouvements de tratistation et dé rotation, et 
prises en sens contraire de leurs directions, de^ 
irroxtt faire éqtiilïbre à son poids'P; et afux forces 
verticale et , horizontale aZet. — ^yz, appliquées 
à l'extrémité des crosses. L'apgle z étant supposé 
très petit, on pourra^ dans l'expression de ces 
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forces motrices et de leurs moments/, regard^ 
les coordonnées horizontale et. verticale du cen- 
tre de gravité du système, comptées de cette 
extrémité , ' comnie constantes et égales à a et A , 
qui sont leurs valeurs initiales. D'après cela les 
trois équations nécessaires à cet écfuilibre, for* 
mées de la même manière que les trois premières 
équations du n"" 6, seront 

2/Z4-M^+AMg=o, 

2Z-P-aM^ 


1. 


les moments étant pris , dans la troisième équa- 
tion , par rapport à l'axe de rotation. 

Si l'on considère de même, à un instant quel- 
conque , l'équilibre deç quantités de mouvement 
infiniment petites, perdues par tous les points 
de chaque roue^ l'une des trois équations né- 
cessaires à cet équilibre sera 

en faisant toujours abstraction du frottement 
contre l'essieu. Les deux autres serviraient à dé- 
terminer les pressions horizontale et verticale 
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que supportent les extrémités de l'essieu, et 
dont la connaissance serait inutile à la solution 
de notre problème. Cette équation est celle des 
moments que Ton a pris par rapport à l'axe de 
l'essieu, afin de rendre unis ceux du poids de 
la roue et de la force horizontale due à son 
moÙTement de translation. En supprimant le 
facteur niK^^ intégrant et observant que la va* 

dz 

leur initiale de u est la même que celle de g-, 

nous aurons, pendant toute la durée de la pre- 
mière rotation, 

dz 

u = -=-• 
dt 

Les équations précédentes donnent ensuite 

^ — i^ iiF — ' 

où l'on a fait, comme dans le n® 11, 
K* — nT» + «• ^fah = HV 

En ayant égard aux valeurs initiales de j- et ^,. 
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et; int^aut les deux dernières formules, on 
aura 

dz [c — (a^^fh) sing] <^ — (a — fh) gt 

^ = (cos 9 — /sin fl)i^ —fgt 

{(a^ fh) gt ^ Ic^ja^f h) sine-] ^)(h+fa) 

et, par une seconde intégration, on obtiendra 
les valeurs de j:r et z. 

Uangle z croîtra jusqu'à ce qu'on ait ^ = o ; 

il décroîtra ensuite pendant un temps égal à ce- 
lui de son accroissement, après lequel il sera 
redevenu nul , et la première rotation sera ache- 
vée. En désignant donc sa durée totale par s^ 
nous aurons 

2 [c — (« — fh) sin ê] sf 
{a — fh)g 

Les valeurs de ^ et de i^, à la fin de cette ro- 
tation , seront égales et de signes contraires à 
leurs valeurs initiales , c'est-à-dire égales à — 9* 

En même temps , la valeur de ^r sera 
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Enfin, si Ton appelle j^ la valeur de Xj qui 
répond à ^ = ^ , ou la longueur du recul pendant 
la première rotation , on aura 

_ a {{a — fh) cos fl — /c] [c — (g —fh) sin 6] i^^ 
•^ (a—fhyg 

21. Le choc des roues contre le terrain, qui 
terminera cette première rotation, détruira la 
vitesse — ^ dont tous les points du système se- 
ront animés à cet instant; en même temps les 
crosses seront soulevées, et le système prendra 
un nouveau mouvement de rotation, qui aura 
lieu autour de Taxe de l'essieu, et dont nous 
représenterons la vitesse angulaire initiale par (p'. 
Nous représenterons également les percussions 
qu'éprouveront les différentes parties du sys- 
tème par les mêmes lettres que dans le n* 4, 
avec un accent supérieur. Ainsi, R' désignera 
la percussion qui aura lieu au point le plus bas 
de chaque roue ; E' et F' exprimeront les con- 
posantes horizontale et verticale de la percussion 
exercée à l'endroit où chaque roue est traversée 
par l'essieu; T et S' seront leç composantes, 
dans les mêmes sens , de la percussion qu'éprou- 
vera l'encastrement de chaque tourillon, et V 
exprimera la percussion sur la vis de pointage , 
le tout comme dans le numéro cité. 

A cause de la mobilité des roues autour de 
l'essieu, le choc leur imprimera une vitesse an- 
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gulaire différente de la vitesse ^' qu'elles pren- 
draient si elles étaient enrayées. Nous la rqpré- 
senterons par ^' + 4' » ^^ sorte qiie , — (p étant , 

w 

comme on vient de le voir^ la vitesse des roues 
autour de l'essieu à la fin de la première rbta-^ 
tîon, ou immédiatement avant le choc, — .^-f-^'-f.^[,• 
sera leur vitesse autour du même axe, immédia*- 
tement après, ou au commencement de la se- 
conde rotation. 

Enfin, le choc dont nous voulons déterminer 
lés effets imprindera à toits les points du système 
un accroissement de vitesse de translation. Nous 
représenterons par X' la résultante des quantités 
de mouvement due à cette addition de vitel^se : 
cette résultante s^ra une force horizontale, pas- 
sant par le centre de gravité du système. ' * 

Il s'agira donc de déterminer les neuf incon- 
nues (t>\ R', E', r, r , S', V, X', 4', d'après la 
valeur de la vitesse <p , citée plus haut (n® 19). 

Ppur cela, observons que l'équilibre. doit e^is- 
ter, soit dans le système entier^ soit par rappprt 
à la pièce, ou à chaque roue isolément, eptre.le^, 
quantités de mouvement de tous leurs points; 
dues à la* vitesse- -r- (p et détruites par* le choc ; 
celles que le choc leur imprimera et qui devront 
être prisés en sens contraires die leurs directions; 
et les résistances RV^', etc. Or, il est aisé' de 
voir que les équations relatives à ces équilibres 
se déduiront de celles du n" 6 , en y supprimant 
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les forces ft et N ^ ainsi que la vitesse c> « puis- 
qu'on ne suppose aucune rotation particulière 
de la pièce autour des tourillons; en accen- 
tuant les lettres R, E, F, T, S, V, X, 4t 
conservant sans changement les termes qui co&* 
tiennent la lettre ^; et ajoutant ceux qui doi- 
vent résulter de la vitesse ^\ prise en sens con- 
traire de sa direction. 

Les sommes des quantités de mouvement dues 
à cette dernière vitesse angulaire, qui a lieu 
autour de l'axe de Fessieu , et la somme de leurs 
moments rapportés à un axe quelconque, s'ob- 
tiendront facilement au moyen de la proposition 
du n* 5« S'il est question , par exemple^ du sys- 
tème entier, les résultantes horizontale et ver- 
ticale des quantités de mouvement de tous les 
points seront exprimées par 

— (A — r)'M(p' et (*— a)Mip'; 

et la somme de leurs moments, par rapport à 
Taxe passant par les extrémités des deux crosses, 
aura pour vsdeur 

[&» — a(è — «») H- * (A — r)3 Mff ; 

ce qui résulte de ce que les coordonnées du 
centre de gravité du système sont h — r et 
b — a, ou A et — a, selon qu'elles 3ont comp- 
tées à partir de l'axe de rotation, ou k partir de 
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celui des moments , dans un plan perp^ndîou* 
laire à ces deux droites. 

De 'céVte matiière, TioOs' aurons piniF les v^nt 
équations du problème proposé : 

— a/R'— X:— hM(p 4- (A — r) M ^' = p , 
aR' — aM^ — {b — d)W.<p'==: o , 
afcft'^ AX'— (K*-f- a*-f- A*) M^ + am'A'»>)/' 

+ [¥L'—a{b~-a)+h{h—r)]mp* a= o , 

V'sin 6'— aT'—nX'—nh'Mf + n(A'— r)M^' = o , 

V'cosô'— aS'— noTMip — «(A — a*)]»!*?' = o , 

-Hi»[A*+(6— a')îH-(A'— r)/>]M^' = o , 


E'— /R'— 1 n'X'— i n'rM(p = o , 

F'4- R'— - «'* M(p = o, 

r/R'— i w'ifM^ 4< m'if^^' -+- - «'A:'*M(p' :« o. 

Les valeurs des inconnues qu'on déduira de 
ces équations poiit^oTit être positives' ou né^- 
tives, à Texception de celles de ^^ et RV qui de- 
vront nécessâîrement être positives. 

82^ £b résolvant ces ne«if équations , et faôsatit^ 
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pour abréger, » 

on trouve 

X'= - (r+fb) M<f - [h-r-fif, -a)] [é-wi+/(A-r)] ^ , 

V = {,^^ Ç»:i^r2 \k'MV-*)P- (^-)?-Hv+» (»-)] l'îx^ , 
T'=i Vrin #'+ i { /(K*~«'*")(V-À)[6^+/(A-r)] } î^ , 


a l-x. /x ,u . w X 'JJ H 


S'=iV'cosfl'-i {lt'~ „'*"+(«'-«) [6-^+/(À-r)]} î^, 


ETsi (/•(i-n')(K»— «'*'•) -n' (A-r) [é-« 4./(fc-r)] ) 


ftM» 
H'» ' 


F'= -i { (i-nO (K'~n'A") -n' (*-«) [6-«+/(fc-r)] } ^;^ , 


H' 


« I 


+'=- ifiE?- n'k'^ (6 - a + /A)] ;^;pjgr., 


OÙ il ne restera . plus .qu'à substituer la valeur 
de du u** 19^ : 

La valeur de B' est évidemment positive. .Celle 
de (p' le sera aussi , en général , à cause de la pe- 
titessie de la partie lïégatîve qù-eUe« renferme; 
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si cependant elle était négative dans un cas par- 
ticulier, cela signifierait que les crosses ne sont 
pas soulevées : en sorte qu'il faudrait supprimer 
^' dans les équations du numéro précédent, et 
y introduire une force N' qui exprimerait la per- 
cussion que chacune des deux crosses éprouve- 
rait , et dont la valeur devrait être positive. 

On peut aussi remarquer que la valeur de V 
pourra être négative , quoique les tourillons soient 
au-dessous de l'axe de la pièce , et que la valeur 
de V du n* 11 soit positive : d'où i| résulte 
que le choc des roues contre le terrain pourra 
quelquefois soulever la culasse, si elle n'est pas 
attachée à la vis de pointage , et foire tourner 
la pièce autour des tourillons, lors même que 
cela n'aurait pas eu lieu par l'effet immédiat 
du tir. 

â5. Après ce choc des roues contre le ter- 
rain , la seconde rotation commencera autour de 
l'essieu avec la vitesse angulaire ^^ En même 
temps, la vitesse de translation du système sera 

> dx 

la valeur finale de ' ^ du n* 20, augmentée de 

la quantité ^ : sa valeur sera donc connue ^ et 

nous la représenterons, pour abréger, par (/'. 
La vitesse angulaire des roues , au même instant, 
sera— ^^ +?' + '>^'> comme on l'a dit plus haut; 

4 
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nous dés^erons par §', !a partie — ? ■+• 4'y ^^^ 
elle diffère dé la vitesse ^ commune à tons les 
points du système ; et, d'après le numéro pré- 
cédent, nous aurons 

Au bout du temps t compté de Torigine du 
mouvement, nous représenterons, pendant cette 
seconde rotation , par af la distance du centre 
de gravité du système à un plan fixe , perpendi- 
culaire k la direction du recul; par z' Pangle 
décrit par ce point autour de Taxe de Tessieu, 
et par i/ la vitesse angulaire de rotation parti- 
culière aux points des roues. Les vitesses de 
translation et de rotation communes à tous les 

points du système seront -j- et •^; et l'on aura 

dt — ^^ dt ^^ ^» " — •» 

p<Nir ^ s=s ^, la valeur de s étant donnée par le 
n- 20. 

Soit encore, au bout du temps *, Z' la force 
égale et contraire à la pression que diaque roue 
exerce contre le terrain ; fZ' sera le maximum 
du frottement qui aura lieu au même point. Or, 
au commencement de la seconde rotation, la 
vitesse de translation l'emportera généralement 
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«Ht- Ift yittA^ de tàlkliùh : pat conséquent le 
fmttemeiit yV/ atm tont soii effet, et éette force 
agira en iteùs et^ti^àire du rectil , dd moins pen- 
dant utté partie du tetaips^ qtxe durera cette rô- 
tatiod. - • ' 

D'après Cela te» forcés n^tricés dé ton^ les 
points dct s^tème, dues aux moûTe^ènté de 
tratifilaticm et de M>tetion, et pi4sés en setis 
4Côkitridre de leurs directions, feront équilibre 
à sdtt poids^ et àMX forces terticàle et horizon- 
tale aZ' et -*- àfZ* cyrtî agissent âUx poifats infé- 
rieurs des roues. Pour ' cet équilibre , il faudra 
qu'on ait les trois équations ^ 


■ • 


j • * 


a6Zr— aP— AM ^ + [K«— a(A--fl)4- A(ft-/-)]'lil"'^ 

j I - * 

les moments étant pris , dans la troisième.», par 
rapport à la droite menée par les points de 
contact des crosses avec le terrain , 4|iro!que cette 
droite ne soit pas l'axe de rotation. Nous sup- 
posons ici^ comme dkins le n"* 20,TatigIe décrit 
par le centre de gravité du système autour de 

4- 
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l'axe de rotation , constamment très petit, de sorte 
que les . coordonnées horizontale et verticale de 
ce centre, et celles de l'extrémité des crosses, 
comptées à partir de l'essieu , sont sensiblement 
constantes et égales à leurs valeurs initiales. 

Les forces motricies de tous les points de chaque 
roue^ priseS; en sens contraire de leurs direc- 
tions , feront équilibre à son poids et aux forces 
TJ et — /Zf; prenant donc les moments par 
rapport à l'axe de l'essieu , ce qui fait disparaître 
ceux du poids et de Z', ncms aurons 

pour Tune dès trois équations nécessaires à cet 
équilibre; les deux autres, que nous nous dis- 
pensons décrire, serviraient à déterminer les 
pressions horizontale et verticale aux extrémités 
de l'essieu. 

24. On tire des quatre équations précédentes 
Z'= \ P-(A-a) \b-a•^-f{h-r)■\^^, 

» 
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la quantité H'* étant la mjéme que dans le 
n* 22. 

I 

Si la vitesse absolue du point le plus bas de 
chaque roue ne devient pas nulle pendant la 
durée de la rotation que nous considérons, ces 
formules s'appliqueront à la rotation toute en- 
tière. L'intégration des trois dernières fera con- 
naître, à un instant quelconque, les valeurs de 

af et z' et des vitesses -^ > "T" > ^'» d'après leurs 

valeurs initiales , ou correspondantes à / ss ^f ; 
on aura, par exemple, 

^'=/-/^(w)-,[/i.r-/(*^)][*-«4./(A-r)]«^\ 

I 

L'angle zf croîtra et décroîtra pendant des 
temps égaux entre eux et à la inoitié de la du- 
rée totale de la rotation; et si l'on appelle s' 
cette durée, on aura 


[6_«-j./(A_r)]y- 


A la fin de la rotation, la vitesse angulaire 
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2" sera — • ^, c'est*à-dire égale et de signe con- 
traire à ce qu'elle était au commencement. Les 
vitesse -^ et 9^ auront ppur valeurs iSwUes 

É 
P 

« _. . + ,^ _ ^,^,.^^_^^^^_^j. 

Désignons enfin par y )a grand^W du ipeci}! 
pendant la seconde rotation , et supposons que 
le plan fixe d'où la distance x' est comptée y sott 
la position du centre de gravité du système à la 
fin de la première , de sorte qu'on ait a:' = o 
quand / = ^, et x- =5? j^ quand ^ œ= j -f- ^ ; la 
valeur de /' sera 


ij 


^ Mi^ il n'm sera plus de même , Iprsqua la yî^ 

tesse absolue du point de qpn^^t dç pl^aque 
roue' avec le terrain, deviendra nulle avant la 
fin de la rotation. Or, cette vitesse à un ins- 
tant quelconque est -^ --f- r (-^ + u'^ ; sa va- 
teur siena par ccNisé^uent, d'après les fonnides 
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précédentes , 

Le coefficient de ^ dans cette expression étant 
une quantité négative^ cette vitesse diminuera 
continiieliemeiii ; et si Ton désigne par ^ + i^. 
la Tafetnr ide t qui aura Kea quand elte sera nuRe , 
on aura 

n'^'W*[u+r(p'4-i')l 

On comparera donc cette valeur de Sj à celle 
de y : si IVm a ^ < *, , la vitesse du point le plus 
bas "de chaque roue ne sera pas nulle avant la 
fin de la rotation, et les formules précédentes 
subfiisteroiA pendant toute sa durée'; si, au con- 
traire , on a :r' > ^, , ces formules ne subsisteront 
que pendant une partie de la rotation , savoir : 
depuis t'iss s jusqu'à t zszs+ s^. 

SSw PaoB ce dernier cas, oes formules donne- 
roirt » pwr 1» fin du temps S'^^^fles vitesaca 
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Si l'on représente , en outre , par ar, et «, les va* 
leurs de acf et J au même instant , on aura 

r.=»''#,— i/^*:-tA-f—/(ft-«)][ft-«+/(*-r)] g^. , 

et, de cette manière, Tétat du système à Finsr 
tant où les points inférieurs des roues ont perdu 
toute leur vitesse absolue, sera complètement 
déterminé. 

A partir de ce moment, le frottement des 
roues contre le terrain n'exercera plus son ac- 
tion entière ; une partie seulement de cette force 
maintiendra , jusqu^à la fin de la rotation , la vi- 
tesse absolue de leurs points inférieurs égale à 
zéro ; nous désignerons , comme dans le n* 15 , 
ce frottement partiel par p. Cette force agira 
dans le sens du recul ou dans le sens opposé., 
selon que sa valeur sera positive ou. négative; et 
il faudra qu'on ait p <C,JZ\ abstraction £dte 
du signe. 

Pendant cette deuxième partie de la seconde 
rotation, les équations d'équilibre des quantités 
de mouvement infiniment petites, perdues ou 
gagnées à chaque instant, se formeront d'après, 
celles du n"" SS3 , en y remplaçant la force — /Z' 
par /; en sorte que nous aurons ces quatre 
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équations : 

ap — M ^ + (fc— r) M ^ = o , 

auxquelles il faudra joindre celle*ci : 
d*x' , /rfV , Jii'N 

qui résulte de ce que la vitesse -^ + r T-jT+^J 

du point le plus bas de chaque roue est suppo- 
sée constamment nulle. 
On en déduit 

wT* (h — r) (6 — fl) P 

2/— 'p (r'+?iT')(6-^flrP 
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en Élisant y pour abréger, 

(K*-n'JK»)(r»+n'Jfr'«)+(i*-fnT*)(6— tf)»+nT«(A— jr)>=D». 

Dans la construction ordinaire des afiuts, les 
distances horizontale et verticale 6-»aetA — « r, 
du centre de gravité du système A Taxe de l'es- 
sieu sont très petites, et leurs carrés et leurs 
produits doivent aussi être très petits par rap- 
port à P ; d'où il résulte que la condition p<J^V 
sera remplie, à moins que le frottement des roues 
contre le terrain étant très faible, le coefficient y 
ne soit une très petite fraction. Dans le$ cas 
d'exception où cette condition ne serait pas sa- 
tisfaite , il en faudrait conclure que le frottement - 
n'est pas assez fort pour maintenir nulle la vi- 
tesse des points inférieurs des roues, et qu'après 
l'instant où cette vitesse est devenue égale à zéro, 
elle prendrait un signe contraire à celui qu'elle 
avait auparavant. Le frottement exercerait alors 
toute son action proportionnellement à la prest 
sion, après comme avant cet instant; mais sa 
direction changerait en même temps que celle 
de la vitesse absolue de son point d'application ; 
par conséquent, les formules du numéro précé- 
dent s'appliqueraient, dans ces sortes de cas, à 
la seconde partie de la rotation , avec l'attention 
seulement d'y changer le sigpe de/. 

Mais nous supposerons la condition / < fV 
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rtiaiplie,et€niatégraDt ie» formales précédentes , 
et ayaht égard aux valeurs de -^ et -^ cpii ré- 
pondent à t = s+s^j nous aurons 


D= ' 

pour toutes les valeurs de < > i + ^r Oa connaî- 
tra ensuite , pour ces mêmes valeurs, la vitesse ul 
au moyen de Téquation 

Une seconde, intégration donnera 

La rotation que nous considérons sera termi- 
née quand on aura js* = o; si donc nous dési- 
gnons par « = ^ + J, + ^a, la Valeur de t qui 
aura lieu à cet instant , la quantité ^ dépendra de 
Téquation du second degré : 
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(*.+0 \ ^g^T^ -^ -^^ 
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dont elle sera la racine positive ; et ^^ -f- s» ^^i^ 
la durée de cette rotation. La valeur finale de la 

vitesse angulaire ^ ne sera plus , comme dans le 

cas du numéro précédent , égale et contraire à la 
valeur initiale ç'; en la représentant par — ^',, 
on aura 

Les valeurs correspondantes de -^ et i/ se dé- 
duiront des expressions de ces vitesses à un ins- 
tant quelconque , en y faisant t zss s ^ s^-^ s^; 
et si nous représentons par ar« , l'espace parcouru 
par le centre de gravité du système, nous 
aurons 

x,=v%-/^5.^.-[t-r-/(i.a)][6^+/(A-r)]^' 

quantité qu'il £audra ajouter à Xi pour avoir la 
longueur du recul pendant toute la durée de la 
seconde rotation. 

26. A la fin de cette rotation, il y aura un 
choc des crosses contre le terrain, dont les ef- 
fets seront faciles à déterminer, d'après ce que 
nous avons déjà vu. Ce choc détruira le mouve- 
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ment du système autour de l'essieu, et lui en 
imprimera un autre autour de la droite menée 
par les extrémités- des crosses. Nous représente- 
rons la vitesse initiale de cette troisième rotation 
par ^" ; et généralement nous désignerons par X", 
N", T", S", V", E'', F', 4", les quantités ana- 
logues à celles que nous avons représentées par 
les mêmes lettres sans accent dans le n* 4. Les 
équations d'équilibre entre les quantités de mou- 
vement perdues ou gagnées, soit par les points 
du système entier, soit par ceux de la pièce ou 
de l'une des roues, se déduiront de l'une de 
celles du n*" 6 ; en y supprimant les forces yu et R 
et la vitesse a» ; mettant deux accents aux lettres 4 , 
Xy N , etc. ; puis ajoutant, dans le cas du n^ 24, 
les termes relatifs à la vitesse détruite — ^', les- 
quels seront les mêmes que dans le n^ 21; et 
changeant 4)' en ^'i, si c'est ^ au contraire, le cas 
du n^ 25 qui a lieu. 

De cette manière , nous aurons pour détermi- 
ner les neuf inconnues que la question présente ,^ 
les neuf équations 

_a/N"~X"— AM^"H-(Â — r)M^'= o, 
aN"— flM(p"— (i — a)M(p'= o, 

-|-[K*-.a(ft— a)+A(A— r)]M(p'=t= o, 
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V"8lnfi'-aT"-»X"-iiA'Mf"4-n(A'-r)Bi^' ac o, 
V'cosfi'— aS"— nalU^'— ii(&— a')M^'= o, 

+ « [it*+(* — fl') 9 H- (A'— r)p] M^' = o, 

E"— - n'X"— i n'iM(p" s= o , 

a a ^ 

cvù l'on pettt d'abord remarquer que la dernière 
équation donne 4"^^^ ^— * 4'^ <^^ ^^i changée la 
troisième en celle-ci : 

— AX'— (K^— nfk*-{- «•-+• ^) Mf* 

£n rés(dTaBt ces équations, on troute 
f =* g: » 


(63) 

F-«i [E-- «'*'•- (6 - a) (^ ^/ft)] l^i, 




la quantité H* étant la même que dans le n" H , 
saToir : 

H* = K* ~ n'k^ + a^— fah. 

It ne restera plus qu'à substituer dans ces for- 
mules , à la place de (p^ sa valeur du n^ 22 , ou 
bien celle de ^\ du n^ 25. 

La valeur de W est positive, ainsi que cela 
devait être ; celle de V Test aussi , en sorte que 
le choc des crosses contre le terrain ne peut pas , 
comme celui des roues (n* 22) , faire tourner la 
pièce autour des tourillons. Dans des cas par- 
ticuliers la valeur de ^' pourra se trouver néga- 
tive; d^où Ton conclura qu'alors le choc des 
crosses contre le terrain ne soulève pas les roues, 
comme nous l'avions supposé. On supprimera 
donc, quand cela arrivera, les termes des équa- 
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tioDS d^équilibre qui contiennent ^\ et Ton y 
introduira une force R'' qui exprimera la percus- 
sion au point le plus bas de chaque roue, et dont 
la valeur devra être positive : la formation de 
ces équations ainsi modifiées , et leur résolution 
ne présenteront aucune difficulté. 

La troisième rotation commencera avec la vi- 
tesse ^'' autour des crosses ; en même temps la 
vitesse de translation du système, et la vitesse 
angulaire des roues autour de l'essieu, seront 
celles que Ton a déterminées dans le numéro 
précédent pour la fin de la seconde rotation, 

augmentées respectivement de ^ et de «xf^". Ces 

vitesses initiales étant ainsi connues ^ on délermi- 
nera le mouvement du système pendant la troi- 
sième rotation, par l'analyse du n"" 20, relative 
à la première. 

27. Sans (pi'il soit nécessaire de continuer da- 
vantage cette discussion , nous voyons comment 
on pourra calculer les uns par les autres, les ef- 
fets des chocs successifs , et les portions de recul 
entre deux percussions consécutives. Les quan- 
tités relatives aux chocs des crosses contre le 
terrain , se détermineront au moyen des formules 
du numéro précédent, en y mettant à la place 
de ^\ pour chacun de ces chocs , la vitesse an- 
gulaire du système qui avait lieu immédiatement 


(65) 

auparavant , prise avec un signe contraire ; et de* 
méme^ lés quantités qui répondent aux chocs des 
roues contre le terrain seront données, en gêné* 
rai, par les formules du n* 22, dans lesqudles 
on mettra à la place de ^, pour chacun de ces 
chocs, la vitesse initiale de la rotation dont il est 
la fin : toutefois ces dernières formules devront 
être quelquefois modifiées, comme nous allons 
l'expliquer tout-à^l'heure , vers la fin du recul, 
lorsque la vitesse de translation du système sera 
très a£EaibIie. 

Les vitesses initiales des rotations successives 
du système , ainsi déduites les unes des autres , 
formeront une série généralement décroissante; 
de sorte que les oscillations alternatives du sys- 
tème, autour des crosses et autour de l'essieu, 
s'affaibliront continuellement. Tous les effets des 
chocs successif seront proportionnels aux vi- 
tesses de rotation qui leur correspondent; par 
conséquent, les percussions que les différentes 
parties du système éprouveront pendant le recul, 
seront aussi de moins en moins considérables. 

Le mouvement du système entre deux chocs 
consécutifs se déterminera par l'analyse du n^ 20, 
ou par celle des n*" 24 et 25 , sauf les modifica- 
tions relatives à la fin du recul dont il nous reste 
à parier. 

S8b- A l'origiBe cki mouvement, la vitesse de 
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tflMvlaMin camxxmDB k tons les pmats en ^«* 
lÀifte,. FcmpfwCd ^ beaucoup flur la intense de 
Tok^àfon dû poînA le pkis tu» de cha^e loue; 
miib dans la suite ^ il peut armer que ces deos 
iRtesses diffèrent peu l'une de Tautre^ à ïvm do» 
instants on ks rO(te& viômeat fiapper le terranaf 
et atorsi il est pessiUe qxe le frottemeiÉ^ pendant 
la durée de la percusskMH^ Imsc disfMealtie! cetCe 
difféeence, en sorte que la vitesse absolve du 
poÎBt ok cette farce coBenae son aclîeti doira; être 
égale à zéro après le choc. On ne doit post perdre 
de Tue qu'une- petoussion est. une suite de pres- 
sions qui ont liisu pendaM im temps très eourt^ 
xnaift d'ime' durée finie. Dan» le choc des voues 
contre le terrain. , le frottement s'exerce à chaque 
instant de ce temps très eourt., en sens contFaire 
de ho tîtesse actUeHe do poiai: le plus bas d'e 
chacpie roise;i son inteasité, quand cette vztesae 
m'est pas. msàieèy, est proportionneUe à h pves« 
sion qui a liâu au même instant et ait nwme 
point ; oette TÎÉBSse viarîe gmduettettieBt pendant 
la durée du choc ; et s'il arcm qu'elle- de^nenaer 
nulle k uift cettaàn instant de celte, durée ^ une 
partie du freiktsment snâit cnsoile,, en géKlénil> 
poul^ la. maintenir égale à ztrô, jusqu'à h fin de 
\b pevaussicmi 

D'après cela, il y aura deux cas à distkfcpieirt 
selon que le point de contact de chaque roue 
dtvec te termn auKâ consent aptè$< le> dboc iine 
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^rtie de Ijt vitesse qu'il avait auparavaiyt ? ou 
$aivan(; que la vitesse de ce point après le choc 
devra être totit^ihfait nallcw 

Dans le premier cas, le frotiemeûl tfura estêveé 
0Ofi action entière pendant toute la durée du 
choc : par conséquent la quantité de mouvenletit 
qu'il aura produite en sens contraire de la vitesse 
initiale de ce point de contact. sera égale à jTRf; 
B! étant la somme des pressions verticales, ou 
la percussion que chaque roue aura éproiiy^ée, 
et y désignant un coefficient donné. 

Dans le second cas^ au contraire, Iç frqtlf^ 
vient n'aura exercé la tonalité de 3Qn ac^n, 
que pendant une partie du çhpc ; pen^nt l'autre 
partie, son action partielle aura pu être dii^îgée 
dans le sens ou en sens contraire de la vitesse 
précédemment détruite; la quantité de mouve- 
ment qu'il aura produite sera inconnue en gran- 
deur et en direction; seulement nous saurons 
<pi'en la repréaentant par //; il ftM^a- qu'on âk 
^ < fBf^ abstraction foïte du signe. 

En supposant que toutes les notations enî- 
pl<^ées dans le n^ 21 se rapportent maintenant 
à une percussion d'un rang pair quelconque ^ 
c'est-à-dire à une percussion où ce sont les roues 
qui viennent frapper le terrain, les formules de 
ce numéro s'appliqueront, sans aucune modifi- 
cation, au premier de nos deux cas; mais pour 
^assirrèr qu'il a ^ffe^irem^t lieu , il faudra 

5.. 
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comparer la vitesse du point le plus bas de 
chaque roue avant le choc, calculée d'après les 
rotations et les chocs précédents , avec sa vitesse 
après le choc, résultante de ces formules. Si l'on 
désigne la première vitesse par Çj et la seconde 
par ^', on aura 

il faudra que ces deux vitesses aient la même di- 
rection, ou soient de même signe. Pour fixer les 
idées , nous supposerons que la quantité Ç soit 
positive; et en mettant à la place de X' et ^+4' 
leurs valeurs données par les formules citées , 
nous en conclurons 

pour la condition relative au premier cas ; ^ re- 
présentant la vitesse angulaire du système autour 
des crosses, au commencement de la rotation 
terminée par le choc des roues contre le terrain, 
que l'on considère. 

Dans le second cas, on aura 

M^ + X'+ HM[((p'-H 40= o/ 
équation qu'il faudra joindre^ à celles de l'équili- 
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bre des quantités de mouvement perdues ou ga^ ' 
gnées pendant le choc dont il sera question. 

29. Pour obtenir ces équations, il suffira de 
remplacer dans celles du n® 21 , la force — fR! 
par la force inconnue p', qui agira dans le sens 
du recul ou en sens contraire , selon qu'elle sera 
positive ou négative. Au moyen de la condition 
Ç' = o , le nombre des équations restera égal à 
celui des inconnues; mais pour abréger, nous 
nous dispenserons de former les valeurs des per- 
cussions V, T', S', E' , F' ; et nous ne considére- 
rons que les inconnues X', R', ^', 4'> f'' Nous^ 
n'aurons besoin alors que des quatre équations : 

ap'— X'— ÂM(p + (* — r) M(p' = o, 
aR' — aM(p — (6 — a) M(p' = o , 

+ [R*— a (6— a)+ *(A— r)] M^' = o , 
— rf'--- i n'k'^ M<p 4- w'A'* ((p'4- 4') = o » 

jointes à celles du numéro précédent. 
On en déduit 


^ • • t<m 


D* D' 
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■* D* D' ' 

ti/_«rA»f* *(&-a)'(«'y'4-/*)M» B'*"(&-«)(ft-r)MC l 
R_-|_*M^ gj gP J, 

, I r*(*— «)(ft-;^n'*"M^ [K*— nT'+ (ft-a)'] «'y'MÇ-1 

le dénominateur D* étant la même quantité que 
dans le n* 25, 

lies valeurs de ^' et R' devront être positives ^ et 
il faudra qu'on ait p' < fR!y abstraction faite du 
signe. La seconde condition revient à ce que les 
deux quantités yR'+ f et/K — f ' doivent être 
de même signe que le coefficient y*, lequel est 
positif dans le cas où la vitesse Ç est dirigée 
dans le sens du recul, comme nous l'avons 
supposé. 

Or, on aura 

/R' + P= ^{An'k''+ /-)(K'-«'*")+n'A'«(ft-r) ib-a+J{h.r)] } 

- ^^^ {KW*"+(6-a)[A-fl+/(W)] }, 

OÙ l'on voit d'abord que la condition j^R' — f'>o 
sera généralement satisfaite, à cause que la pe- 
titesse des lignes b — a et h — r, dans la cons- 


(70 
truclion ordinaire des affijtfls, rend p«e>6iltfs les 
coefficients des vitesses^ et ^, dans l'expression de 
yR' — f î il n'y aurait d'exception- à l'égard du 
coefficient da ^ que ^ Le' frottem^mt. 4^s rpues 
contre le terrain éçail:. très Cajifbl^, et, le coeffi- 
cient f une très petite. fraction^ ^ i|ui n'^ p^s 
lieu ordinairement. 

Quant à la condition y R'-+- p'> o, on en 
conclura 

H'* étant la même quantité que précédemment. 
En comparant cette inégalité à celle du numéro 
précédent 9 on voit que les deux cas énoncés dans 
ce numéro s'excluent l'un Tautre , et qu^un seul 
pourra avoir lieu à la fois, ainsi que cela devait 
effectivement avoir lieu (*), 


{*) Cette dernière inégalité étant satisfaite, M là <ion*- 
ditîony^' — p' positive n'était pas remplie, à cause de Pex- 
ception très particulière que nous avons indiquée , aucun de 
€08 àemsL saasne ferait |MMsiUe^ et îl ^c»! iRsiuArait consMérèr 
un troisième. Ce serait câui d«iis leqvel la iritesise du pofht 
dis «Kitaot de chaque Mue.aviee le tcrrraîn ^pa<s6«rtiit au p«H 
sHif au ségÉtif pendawt la durée èa «hoe; en sbKe qt^^Ife 
serait «dirigée ten te^s opposé» au «omÉarenceiti^t *et.à Iti 'Qh i 
dans ne -cas y le itfottevieMt agirait 'êiwa. toute son înteMfSté 
pendaM h^buiée «nlière de k vola%ion; «iai« pendant une 
partie 9 il serait dirigé dans le sens du recul; et pendant Tau* 
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A cause que Ton a 

aR' = ^M^ + (6 _ a) M(p', 

la condition R' > o sera une suite de ^ > o. Or, 
si Ton met dans l'expression de ^\ à la place de ^, 
la limite précédente que cette quantité ne peut 
dépasser, on aura, toute réduction faite, 

et, en général, ^' > o, à cause de la petitesse 
de h — a et A— r. Si cependant on avait ^'<C o 
dans un cas particulier, il faudrait supprimer 
cette vitesse ^' dans les équations du problème , 
et la remplacer par une force inconnue, pour ex- 
primer la percussion éprouvée par les crosses, 
qui, dans ce cas, ne seraient pas soulevées. 
Nous ne nous arrêterons pas à considérer ce 
cas particulier, qui ne saurait présenter aucune 
difficulté. 


tre partie, il agirait en sens contraire; et pour déterminer 
les effets du choc , il serait nécessaire de considérer ces deux 
parties séparément. Quoique nous ne nous occupions pas de 
ce troisième cas, à cause de son peu d'importance dans la 
question présente , il était bon néanmoins de le mentionner, 
parce qu'il peut se rencontrer d'autres problèmes relatiftaa 
frottement des corps tournants, où il soit indispensable d'jr 
avoir égard. 
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Le mouvement du système pendant la rotation 
autour de l'es^eu, qui suivra le choc auquel 
ces formules se rapportent, se déterminera par 
l'analyse du n® 24, en supposant la vitesse du 
point le plus bas de chaque roue, égale à zéro 
dès l'origine de cette rotation, et par suite pen- 
dant toute sa. durée. 

30. Au moyen des différentes règles que nous 
venons d'exposer , on pourra calculer , dans tous 
les cas, l'espace parcouru à chaque instant par le 
centre de gravité du système , et la vitesse horizon- 
tale dont il est encore animé : on connaîtra donc 
l'espace total qu'il aura décrit quand cette vitesse 
sera devenue égale à zéro , lequel espace sera la 
longueur du recul, dont la durée se trouvera en 
même temps déterminée. Cette longueur et cette 
durée dépendront de toutes les quantités com- 
prises dans les formules précédentes, savoir : la 
vitesse du projectile à la bouche du canon, le 
rapport de son poids à celui du système entier, 
le moment d'inertie de ce système, la grandeur 
du frottement, le rayon et le moment d'inertie 
des roues, la distance de leurs points inférieurs 
à l'extrémité des crosses, la hauteur du centre 
de gravité du système au-dessus du terrain et 
la distance de sa projection sur le sol à celle de 
l'essieu , enfin la distance de ce centre à l'axe de 
la pièce et l'inclinaison du tir. 
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~ Dam le cas où le systène loane attemative- 
ment autour des crosses et autour de l'essieu, 
Mtle deruière distance entre dans l'expressicm 
de la TÎtesse initiale de la première rotation , qui 
hii est à jpeu près proportionnefle , quand on 
tire sous un angle peu considérable (n^'lS) : 
pour cette raison , les variations de cette distance 
devront influer beaucoup sur le recul. Or, elle 
varie très sensiblement par rapport à sa propre 
grandeur, quand on rapproche ou qu'on éloigne 
Taxe des tourillons de celui de la pièce : la dis- 
tance de Tun de ces axes à Tautre aura donc aussi 
une grande influence sur la longueur du recul; 
ce qui est, en e£Fet, conforme à rexpérience, 
quoique d^abord il paraisse difficile de se rendre 
raison d'un semblable résultat, surtout lorsque 
la pièce ne prend aucun mouvement de rotation 
autour des tourillons. ïl en est de même à Pé- 
gard de la longueur de Taffâtt, ou de la distance 
comprise entre î'iextrémité des crosses et les points 
inférieurs des roues, qui entre dans les formule^ 
précédentes , el dont l'expérience a aussi fait con- 
naître l'influence sur la grandeur du recul. 
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NOTE PREMIÈRE (*). 

Dans la pratique de rartillerie, on se sert 
de projectiles d^un diamètre plus petit que le 
calibre des bouches à feu ; par suite , la section 
de la colonne de gaz qui agit contre le fond 
de Fâme , est plus grande que celle de la partie 
qui agit en sens contraire sur le boulet, de 
toute la surface du vent, passage par lequel le 
fluide élastique, développé dans la combustion 
de la poudre, peut s'échapper sans exercer de 
pression sur le mobile, dans le sens de la di- 
rection générale du mouvement. Dans ce cas, 
il n*y a pas égalité entre les quantités de mou- 
yement communiquées à la bouche à feu et au 
projectile, puisque le gaz est supposé avoir des 
tensions égales aux deux extrémités de la colonne 
fluide, et que les pressions qu'il exerce du côté 
de la bouche du canon, ne sont pas toutes em- 
ployées contre le boulet, comme elles le sont, 
du côté opposé , contre le fond de l'âme. Lorsque 
le vent , ou orifice par lequel l'écoulement du gaz 
a lieu , est assez petit pour que le parallélisme des 
tranches du fluide ne soit pas sensiblement trou- 


(*) Cette note et la saîyante ont été rédigées par M. le 
ooumandafit Pidbert. 
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blé, la pression de la colonne entière de gaz et 
celle de la partie qui agit sur le projectile dans 
le sens du mouvement , sont entre elles à chaque 
instant dans le rapport des surSaices des sections 
de l'âme et du projectile , faites perpendiculaire- 
ment à la direction du mouvement. Ce même 
rapport existe aussi entre les quantités de mou- 
vement communiquées à la pièce et au boulet. 

Les projectiles des bouches à feu en usage 
n'ayant qu'un vent assez faible, on pourrait donc 
admettre que les quantités de mouvement de la 
pièce et du projectile sont à très peu près dans le 
rapport des carrés des diamètres de l'âme et du 
boulet ; mais l'égalité de tension des gaz aux deux 
extrémités de la colonne fluide, n'a lieu que 
dans le cas où les masses de la bouche à feu et 
du projectile sont égales, ou quand celle de la 
charge est très petite par rapport aux deux pre- 
mières. En désignant par B et par p^ la nfasse et 
la vitesse du boulet , et par d et c" les calibres 
respectifs de l'âme et du projectile, on a alors 

Dans la pratique , le poids de la charge est sou- 
vent une fraction notable de celui du projectile ; 
il fj^ut alors tenir compte de la masse du gaz de 
la poudre, dont une partie est lancée avec le 
boulet , tandis que l'autre est lancée en sens con* 


1. 
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traire^ Mais comme la masse de la bouche à feu 
ajoutée à celle de l'affût , est toujours très grande 
par rapport à celle du projectile (environ dans le 
rapport de 3oo à i pour les canons), le fond de 
rame de la pièce ne prend qu'une très faible 
vitesse , et la portion de gaz qui est lancée en ar- 
rière avec lui ne forme qu'une très faible partie 
de la masse de la charge , dont la presque totalité 
est lancée en avant avec le projectile. Si toutes 
les tranches de gaz étaient sensiblement de même 
densité, ainsi que cela a lieu pour les petites 
charges, le centre de gravité de la colonne de gaz 
lancé avec le boulet serait toujours situé au mi- 
lieu de la longueur de cette colonne, et sa vitesse 
serait moitié de celle du projectile; mais les tran- 
ches les plus rapprochées de ce dernier sont les 
moins denses, de sorte que le centre de gravité 
du gaz se meut avec une vitesse plus faible que 
la moitié de celle du boulet. Mais le rapport qui 

existe entre ces deux vitesses ne diffère de - que 

d'une quantité qui est toujours beaucoup plus 
petite que -7 du rapport du poids de la charge à 

celui du projectile; aussi l'erreur qu'on commet 
en prenant la moitié de la vitesse du boulet pour 
celle du gaz peut presque toujours être négligée. 

En appelante la masse de la charge, — ^ sera sen- 
siblement la quantité de mouvement commuhi- 
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quée au gas, et Ton aura pour cette da systèoae 

de la bouche à feu et de l'afiut, 

Dans cette relation entre la quantité de mou- 
vement de la pièce , celle du projectile et celle 
de la charge, le ga^ de la poudre est supposé 
agir peodant le même temps sur le fond de l'âme 
et sur le boulet; c'est aussi ce qui a lieu tant que 
celuirci n'est pas arrivé à la bouche du canon; 
mais à partir de cç moment , le fluide élastique 
n'étant plus contenu par les parois de l'âme, se 
répand dans l'air et abandonne bientôt le projec- 
tile^ tandis que dans la direction opposée, non-seu- 
lement il continue à agir siur le fond de l'âme, mais 
la trancbe de la bouche du canon est aussi sou- 
mise à son action. Pour avoir la quantité totale 
de mouvement communiquée à la pièce, il fsiut 
donc tenir compte de celle que le gaz acquiert en 
s'écoulant de l'âme , après que son action contre 
la boulet a cessé. L'aoeroissemcsnt de vitesse du 
centre de gravité du. gaz , après la sortie du pro- 
jectile hors de la bouche à feu , varie sans doute 
avec Tes dimensions de Tâme , la grandeur de la 
lumière et du vent , le poids de là charge , celui 
du boulet, et la rapidité avec laquelle le gaz se 
dégage cfetns la déflSagratian de la poudre; Gq>en- 
dant hi sopposîAion d'an ^croissement de vitessie 
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de la charge àt ^ao mèlrès^ s'aecorde 9($sm, bmi 
avec les résultats obtenus dans les diverses cir- 
constances du tir des fusils et des canons en usage. 
Par suite la quantité de mouvement communi- 
quée au système de la bouche à feu et de YaSùt 
devient, en prenant le mètre pour unité de me- 
sure- 


c'» 


^ = ïç;, ^ + C ^ + 420.C. 


Cette relation peut servir aussi à déterminer la 
vitesse initiale d'un projectile, lorsqu'on connaît 
la quantité de mouvement de la bouche à feu , 
car on en tire 


^ — 4^0 C 


c 


.'a 


C ■ 2 


NOTE DEUXIÈME. 


Dans la pratique la valeur de <; est plus grande 
que la vitesse du projectile à la bouche du canon , 
diminuée dans le rapport de sa masse à celle du 


(8o) 
système entier ; elle se déduit de Fëquation 

;^ =r Mp = A^ = B^. ^i, ■ + C ji + 420 O; 
d'où Ton tire 

B c'« C /v, , , \ 


FIN. 
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PRÉFACE, 


» Gardons nous de croire, aditPoinsot, qii'ur>e science 
soit faîte quand on l'a rédaile à des formules aniiytiques 
Rien ne nous dispense d'étudier les choses en elles mêmes, 
et de nous bien rendre compte des idées qui font Fobjet 
de nos spéculations. N'oublions point que les résultats 
de nos calculs ont presque toujours besoin d'être véri- 
fiés d'un autre côté, par quelque raisonnement simple, 
ou par l'expérience. Que si le calcul seul peut quelque- 
fois nous oifrir une vérité nouvelloi il ne faut pas croire 
que sur ce point même l'esprit n'ait plus rien à faire; 
mais, au contraire, il faut songer que, cette vérité étant 
indépendante des méthodes eu des artifices qui ont pu 
nous y conduire, il existe certainement quelque démon- 
stration simple qui pourrait la porter à l'évidenoe, ce qui 
doit être le grand objet et le dernier résultat de la science 
mathématique. « 

Les remarquables paroles qu'on vreni de lire indiquent 
lesprit dans lequel cet ouvrage a été composé. Les pro- 
priétés générales des courbes y sont établies par des 
raisonnements simples, laits sur des figures, et qui n'exi- 
gent, pour être suivis, que la ooanaissance des premiers 
éléments de la science niaihéniaitique, en y comprenant 
les deux ou trois théorèmes fondamentaux sur lesquels 
repose lemploi des infiniment petits. 
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Le présent travail a été entrepris à Toccasion d'un 
cours que j'ai fait à Fécole polytechnique suisse pendant 
le semestre qui va finir. Ce cours avait pour objet d'initier 
les auditeurs à Tesprit de la niéthode infinitésimale, et 
Touvrage que j'offre aujourd'hui au public en a constitué 
une partie. 

Je sais combien il est encore imparfait et incomplet; 
aussi Taurais-je pour le moment laissé en portefeuille si 
une circonstance n'était survenue qui m'a décidé à le 
mettre au jour. Dans le grand et tout récent traité de 
calcul différentiel de M. Bertrand, je trouve trois des 
démonstrations que j'avais composées pour mon cours ; 
ce sont celles qu'on lira aux n*'6, 12 et 31. Comme 
ce genre de recherches m'a plu, et que je me propose 
de les continuer quand j'en aurai le loisir, j'ai voulu 
ra'assurer la propriété de ce qui était déjà fait. 

Les démonstrations contenues dans les n*' 3, 4, 24, 
29, 32, 35, 47, 54, et celles des deux premiers lemmes 
du n"* 8 appartiennent au domaine public. J'ai puisé dans 
le traité de calcul différentiel de l'abbé Moigno l'idée de 
la démonstration du n"" 52, et dans le récent ouvrage 
de M. Bertrand l'idée de celle du n* 58. La démonstra- 
tion du n" 28 a été empruntée aux Nouvelles Annales 
de Mathématiques, celle du n*" 49 à M. Paul Serret, et 
celle du n*" 70 à M. Duhamel. J'ai composé les autres. 
Quant à la manière dont est présentée au n"" 30 la notion 
du plan osculateur, je l'ai recueillie de la bouche même 
de M. Bertrand, alors que j'étudiais à Paris. 

Zurich, 1" Août 1864. 
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PROPRIETES GENERALES DES COURBES. 


DES COURBES PLANES. 

1. Nous admettons comme évidente la proposition que 
voici : Une ligne convexe, c^esl-à-dire qui ne peut être coupée par 
une droite en plus de deux points, étant enveloppée par une autre 
ligne de telle façon que les extrémités des deux lignes soient toutes 
sur une même droite, la ligne enveloppée est plus courte que Ven- 
veloppante. 

2. Définition de la tangente. Qu'on fasse passer une droite 
par deux points M et M' d'une courbe; si Ton suppose M 
fixe et M' infiniment voisin de M, c'est-à-dire se rappro- 
chant de M et finissant par se confondre avec lui, la droite 
tournera autour de M et tendra vers une certaine position 
limite, Cest cette position limite qu'on appelle la tangente à la 
courbe au point M, 

11 résulte de cette définition que Tangle que fait la tan- 
gente en un point d'une courbe avec la corde d'un arc in- 
finiment petit dont ce point est une des extrémités, est un 
angle infiniment petit. 

3. La longueur d'un are de courbe infiniment petit et celle de 
sa corde sont deux infiniment petits égaux, c'est-à-dire dont la 
différence est infiniment petite par rapport à chacun d'eux. 
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Soient M, M* (fig. 1) les extrémités de l'arc considéré ; 
la proposition sera démontrée si l'on fait voir que, M, 
tendant vers M, on a: 

Uni ^^^ ^^' — 
corde MM' 

Soit L le point de rencontre des tangentes à la courbe en 
M et en M' ; nous allons montrer que le rapport -, ., 

4 

tend vers l'unité. La proposition énoncée résultera de là, 
car d'un côté ^ ■ est toujours plus grand que l'u- 
nité, et de l'autre il finit toujours par être et rester plus 
petit que -^ — , puisque Tare MM' étant infiniment 

petit finit toujours par être convexe et par suite plus petit 
que la ligne brisée MLM* qui l'enveloppe (1). 

Soit P Je pied de la perpendiculaire abaissée de L sur 

MM'. Le rapport ^,,^^ i^^ - étant égal è .^^ ^ ^.^ , 

il est, en vertu d'une proposition élémentaire d'arithmétique, 

compris entre les rapports ^p , ..^^ ^ ^ ; mais ceux-ci 

tendent vers l'unité/ car ils sont respectivement égaux à 

1 1 

TTTE- ) rurw ) et les angles LAfP, LMP ten- 

eos LMP ' cos LM*P ' ^ ' 

dent vers zéro (2). Le rapport — -.-., est donc com- 
pris entre deux quantités qui tendent vers ]'unité, par 
conséquent il tend lui-môme vers l'unité, ce qu'on voulait 
démontrer. 

11 est donc établi que la différence entre un :''rc infini- 
ment petit et sa corde est infiniment petite ]u:r "epport à 
chacun d'eux. Nous ferons ooniiattre plus loir / ^rdre de 
grandeur et l'expression de cette difiérence. 
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4l L'angie que font entre elles les tangentes en dtttx points 
dffwMi eouràiê infiniment voisins, est, en général, dn même ordre 
q^^ rare compris entre ces points. 

Traçons dans le pian de la courbe une droite quelconque 
que nous nommerons À (fig. 2), et marquons sur la courbe 
on point que nous désignerons par B. L'angle que fait avec 
Fa dnoite À la tangente en un point M de la courbe est 
une fonction de la longueur de Tare BM, Le rapport des 
accroissements simultanés et infiniment petits que reçoivent 
ces deux quantités quand on passe du point M à un point 
infiniment voisin M' tend donc en général vers une limite 
finie. Or Tangie que font entre elles les tangentes en Si 
et en M' est égal à l'accroissement de Pangle que fait la 
tangente à la courbe avec la droite À quand on passe de 
m h M', et la longueur de l'arc MM* est l'accroissement 
que reçoit alors l'arc compté à partir du point B. De là 
résulte la proposition. 

On peut la démontrer directement comme suit: Entre deux 
points A et K de la courbe considérée marquons une suite 
de points a, b, c^ . , . que nous supposerons ensuite aug- 
menter en nombre indéfiniment. Soit «i l'angle de la tan- 
gente en H avec celle en a, a2 celui de la tangente en a 
avec celle en b, etc. Soit si la longueur de l'arc Ha, «2 

celle de l'arc ab, etc. Si les rapports — ^ , -^^ , -^^,.- 

S± *2 '3 

tendent tous vers zéro ou vers l'infini quand le nombre 
des points de division croît indéfiniment, ie rapport 

n± fX2 fx^ » . . ^^^j ^^^^, ^^^g ^^^^ ^^ ^^^^ rinfini. 

'1 -r <2 -r «3 -r . • . 

Hais la somme ii + ^ + <3 . • • est égale à l'arc HK, et 
te somme «i + ixs + «3 . . . est égale à l'angle des tangentes 
en 11 et en K si toutefois l'arc HK est convexe , condition 
qu'on peut toujours réaliser en le prenait assez petit. Le 


à 
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rapport en question est donc fini, c'est-à-dire différent de 
zéro et de Tinfini, et il est même constant. Les rapports 

— — , -^^ , — ^ , .... ne peuvent donc pas tous tendre 

vers zéro ou vers l'infini. Comme cette conséquence a lieu 
quelque petit que soit Tare HKy ce n'est qu'en des points 
isolés que le rapport de l'angle des tangentes en deux points 
infiniment voisins à l'arc compris entre ces points peut 
tendre vers zéro ou vers l'infini. En d'autres termes, cet 
angle est, en général, du même ordre que l'arc. 

Il convient de remarquer que cette seconde démonstra- 
tion n'est que la répétition sur un cas particulier du raison- 
nement par lequel on établit le théorème général que nous 
avons invoqué dans la première démonstration , théorème 
qui consiste en ce que le rapport des accroissements simul- 
tanés et infiniment petits de deux grandeurs fonctions l'une 
de l'autre est une quantité finie. A l'avenir, dans les cas 
analogues, nous nous bornerons à rappeler ce théorème. 

L'angle que forment entre elles les tangentes aux deux 
extrémités d'un arc infiniment petit a reçu le nom d'angle 
de contingence; nous le désignerons habituellement par la 
lettre grecque e, 

5. Définilion de la courbure, du cercle, du rayon et du centre 
de courbure. L'angle que font entre elles les tangentes aux 
deux extrémités d'un arc convexe exprime la quantité dont 
la courbe a dévié de la ligne droite dans l'étendue de cet 
arc; mais c'est bien moins cette quantité elle même que 
son rapport à la longueur de l'arc qu'il peut être utile de 
connaître, car c'est ce rapport qui donne une idée de l'in- 
tensité de la courbure de l'arc considéré. 

Si la courbe est un cercle, ce rapport est constant, c'est- 
à-dire indépendant de la longueur de l'arc. Il est égal à la 
réciproque du rayon, et constitue ce qu'on appelle la cour- 
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(mre du cercle. Dans toule autre courbe il est variable, 
et pour un arc donné il constitue ce qu'on pourrait appeler 
ta courture moyenne» Supposons l'arc infiniment petit; le 
rapport que nous considérons tendra vers une limite que 
nous savons être en général finie (4), et si nous désignons 
par M celle des deux extrémités de l'arc qui est fixe, cette 
limite est ce qu'on appelle la courbure de la courbe considé- 
rée au point M. 

Le cercle dont la courbure est égale à cette limite est 
appelé le cercle de courbure au point M ; son rayon est le rayon 
de courbure. Si on place ce cercle tangentiellement à la 
courbe au point M de façon que les concavités de la courbe 
et du cercle soient tournées du même côté, son centre est 
le centre de courbure au point M, 

II résulte de la définition du rayon de courbure qu'il est 
la réciproque de la courbure, et, par conséquent, quHl est 
égal à la limite du rapport d*un arc infiniment petit commençant 
au point M à Vangle des tangentes en tes extrémités* 

De tous les cercles tangents à une courbe en un point 
donné, le cercle de courbure est celui qui s'en rapproche 
le plus dans les environs de ce point. On peut dès à pré- 
sent prévoir ce fait, et nous en aurons plus tard la démon- 
stration. 

6. Le centre de courbure en un point M d^une courbe est la 
limite du point de rencontre des normales en M et en un point 
M' infiniment voisin. 

Soit (fig. 3) le point de rencontre des normales en M et 
en M' ; la proposition sera démontrée si l'on établit que la 
limite de la longueur MO est le rayon de courbure au point 
M, c'est-à-dire , en désignant par e l'angle des tangentes 
en M et en Af , que l'on a 

lim MO z=i lim . 
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Les tangentes étant perpendicalaires aux normales, Tangle 
désigné par t est égal à l'angle des normales, c^est*à-dire 
à Fangle 0. La question est donc ramenée à démontrer 
qu'on a 

(a) «» MO = «« ^^. 

De O comme centre avec OM comme rayon décrivons 
un cercle, et soit P le point où il coupe la normale M*0. 
On a 

angle O 
et, par conséquent, 

are MF 


lim MO = lim 


angle 

En vertu de cette égalité, pour que l'égalité (a) que nous 
avons en vue de démontrer soit vraie, il faut et il suffît que 
les arcs MM* et MP soient des infiniment petits égaux; tout 
revient donc à démontrer qu'on a 

are MM 

hm rrr^- = 1. 

arc MP 

Un arc infiniment petit et sa corde étant deux infiniment 
petits égaux (3), on n'altérera pas la limite du rapport 

i^iï— si l'on y remplace les arcs par leurs cordes, et 

arc MP . 

la proposition se trouvera démontrée si l'on fait voir qu'on a 

,. corde MM' . 

lim 35 — =^5- ~ 1. 

corde MP 

Or cela est évident, car le triangle ilfJH'P. donne 

corde MM' _ sin P 
corde MP ~ sin M' ' 
et comme les angles M' et P sont droits à la limite, la 

limite du rapport . ^ est l'unité. 

'^'^ stn M' 
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La Uea des ceulresi de oourbure en tous les points d'une 
eoarbe esi vm» e0Qri>e remarquaJ;de dont nous allons Hn*^ 
dîer les propriétés. On la ncNnme la dévehffpée^ et noiAS 
verrons tout à Theure la raison de cette dénomination. 

7. Les rayons de courbure sont tangents à la développée. 

Soient Jf et M' (6g- 4] deux pointsinfiniment voisins pris sur 
la courbe donnée, C et C les centres de courbure qui leur 
correspondent ; i! sera démontré que le rayon de courbure 
MC est tangent en C à la développée si Ton prouve que Tangle 
quMl fait avec CC est infiniment petit. Soit le point de 
rencontre de MC et de M'C, la question est ramenée à 
démontrer que Tangle C du triangle OCC' est infiniment 
petit. 

L'arc ce* de la développée est du même ordre infinité- 
simal que l'arc Mâi\ car la longueur de la développée et 
celle de la courbe primitive , comptées sur chacune de ces 
courbes à partir d'un de ses points , sont deux variables 
fonctions Tune de Fautre, d'où il résulte que leurs accrois- 
sements simultanés et infiniment petits sont en f2[énéral du 
même ordre. L'angle MOUE' est aussi du môme ordre que 
l'arc MM' , puisqu'il est égal à l'angle des tangentes en M 
et en j|f^ Il suit de là que dans le triangle OCC' le rapport 

ce 

— : — ^ tend vers une limite finie Par conséquent, le rap- 

OC 

port — ; — jr- tend aussi vers une limite finie, puisqu'il est 

CC' 

égal à — r— 7p. Msiîs OC* est infiniment petit, car est 

infiniment voisin de C et de C (6). Donc l'angle C est in- 
finiment petit, ce qui démontre la proposition. 

8. Avant de passer à la seconde propriété des dévelop- 
pées nous établirons quelques lemmes. 
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I. Menons la tangente en un point Jf (fig. 5) d'une courbe, 
et par un point M^ infiniment voisin tirons une droite qui 
coupe la tangente en un point Q* Nous ne supposons pas 
la direction Jf'O invariable, mais seulement que l'angle 
qu'elle fait avec la tangente en M tende vers une limite 
finie, c'est-à-dire différente de zéro et de deux droits. 
Nous voulons établir qu'alors M'Q est infiniment petit par 
rapport à l'arc MM' , et que les longueurs arc MM' et MQ 

' sont des infiniment petits égaux Puisque l'arc MM' et sa 
corde sont des infiniment petits égaux , on pourra dans la 
démonstration substituer la corde à l'arc. 
Le triangle MM'Q donne 

M'Q _ 8in M 
» MM' "" êin Q ' 

or l'angle M tendant vers zéro et l'angle Q vers une limite 

finie, le rapport — : — ^ tend vers zéro, et par suite aussi 

M'O 
—mMTf— I^onc M'Q est infiniment petit par rapport à Tare MM' . 

Il résulte immédiatement de là que MM' et MQ sont 
des infiniments petits égaux, puisque, formant deux côtés 
du triangle MM'Q, leur différence est plus petite que M'Q, 
qui forme le troisième. 

II. Soit une seconde courbe tangente à la première en M, 
et soit M'i (fig. 6) le point où elle est rencontrée par la droite 
M'Q. L'angle en Q tendant vers une limite finie, la lon- 
gueur M'M'i est infiniment petite par rapport à MQ ou à 
l'un des arcs MM', MM'x, puisqu'elle elle est la somme ou 
la différence de longueurs qui remplissent cette condition. 

III. Supposons qu'on sache que arc MM' et MQ sont des 
infiniment petits égaux; alors MQ et corde MM' seront aussi 
des infiniment petits égaux. Si l'on ignore l'ordre de la 
difiérence entre MQ et corde MM' y on ne peut pas affirmer 
que les angles Q et M' du triangle HH'Q sont finis à la 
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limité, mais on peut prouver que M'Q est îuiiniineDt petit 
par rapport à arc MM'. 11 suffit de montrer qu'il Test par 
rapport à MQ ou à corde MM\ Nous pouvons dans la 
démonstration écarter le cas où les angles en et en ikf 
seraient finis à la limite, car alors la proposition résulterait 
immédiatement de Tégalité 

M'Q 8in M . 

MM' "^ «m ' 
supposons donc qu'ils tendent, Tun vers zéro, Tautre vers 
deux droits, et pour fixer les idées , soit M* celui qui tend 
vers zéro. 

Alors, MQ étant le plus grand des côtés du triangle, 
on a 

MQ = MM'cosM + QM'cosQ , 
d'où 

MQ — MM'cosM = QM'cosQ, 

Maintenant MM' et MM'cosM sont des infiniments petits 
égaux ; cela résulte de ce que cosM tend vers l'unité ; 
donc, puisque MQ et MM' sont égaux en tant qu'infiniment 
petits, il en est de même de MQ et MM'cosM. II résulte 
de là et de la dernière égalité que QM'cosQ est infiniment 
petit par rapport à MQ, Mais cosQ tendant d'après l'hypo- 
thèse vers l'unité, QM' et QM'cosQ sont des infiniment 
petits égaux; donc, QM'cosQ étant infiniment petit par 
rapport à MQ^ QM' l'est aussi, ce qu'on voulait démontrer. 

Ces lemmes établis, nous retournons à la développée. 

9. Si sur la développée on fait rouler sa tangente ^ cette droite, 
qui dans son mouvement reste toujours normale à la courbe pri- 
mitive, est toujours traversée par elle au même point. 

Considérons deux points infiniment voisins M et M* de 
la courbe primitive. Nous ferons voir premièrement que si 
la tangente à la développée , d'abord normale en Jlf, roule 
Jusqu'à devenir normale enikf' , le point Jlf, considéré comme 
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«4H>9i*toi^i^^ à la tangeale el c^mme entrataé daas son mou- 
veipn^m, se trouve alors à une disjtanoe de M^ iafioàmw(\ 
petUe par rapport à Tare MIT'. Nous regarderons oeê are 
eomme du premier ordre. 

Soient C et Ç' (fig. 7) les points où les normales à la couii>e 
en M et en M' touchent la développée , et soit leur point 
de rencontre. Prenons, sur la normale en Jlf, CQ égal à Parc 
CC' de la (développée; Q est le point de cette normale qui 
s^appltquera sur C' lorsqu'elle sera arrivée en M\ Nous 
suivons (8. III) que CQ est d'un ordre supérieur à celui de 
Tare ce, et comme Tare CC est du même ordre que l'are 
MM^j ainsi que nous Tavons déjà fait obiserver (7), CQ est 
d'un ordre supérieur à celui de MM\ c'est-à-dire d'un ordre 
supérieur au premier. 

Gela posé, nous allons faire exécuter à la normale en 
M deux mouvements consécutifs dont l'ensemble équivaudra 
au roulement de cette normale sur la 'développée. Nous 
voulons dire par là que, ces deux mouvements accomplis, 
chaque point de cette normale occupera exactement la môme 
position que si elle était venue coïncider avec la normale 
en M' en roulant sur la développée. Le premier de ces 
mouvements sera un mouvement de rotation autour de l'inter- 
section 0, qui amènera la normale en Jlf à s'appliquer sur 
celle en M\ Le second sera nn mouvement de translatiofi 
qui amènera le point Q, actuellement situé sur la normale 
en M', à co^ifncider avec le point C, et en vertu duquel tous 
les points de la normale en 3f , qui actuellement coïncide 
avec celle en M\ décriront des droites égales et parallèles. 

Examinons Tefiet de chacun de ces mouvements sur le 
point ikf, coQSiidéré comme appartenant à la normale en M. 

Le premier mouvement fait décrire au point M un arc 
de cercle tangent à la courbe primitive au point de départ, 
d'où il suit qu'en vertu de ce mouvement le point If vient 
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Di^iifiér xme position qui e^t distante &e M* d'tine lot^eur 
dont l'ordre Barpasse celui de Taro JIHf' (8. II). 

Le secMid mouvedaeut est destin à amener 4e p6\ni 
if en C, mais il faut avant tout rechercher quelle Influenfoè 
le premier mouyement a eue sur la position de ee point 0* 

L^ani^ dont la normale en JT a tourné étant du même 
ordre que l'arc MM% c'est-è-^dire du premier, et la distance 
00 étant iillKniment petite, ie premier mouvement a fait 
décrire au poi^nt Q un arc de cercle d'un crére supérietir 
au premier. Puis donc qu'un arc de cercle et sa corde 
sont des infibimetit petits égaux , ce premier mouvement 
n'a déplacé le poitat Q que d'une longueur d'un ordre su- 
périeur au premier. Dès lors , la longueur OC, qui était 
d'un ordre supérieur au premier avant l'exécution du* pre- 
mier mouvement, est encore d'un ordre supérieur au pre- 
mier, une fois ce mouvement effectué. 

Mamienant le deuxième mouvement ayant pour eflét de 
déplacer tous les points de la normale en M, actuellement 
appliquée sur celle en M\ d'une longueur égale à 0^} le 
point M se trouvera encore, après ce mouvement, à une 
distance de M' infiniment petite par rapport à l'arc MM* de 
la courbe primitive. 

GomMe les deux mouvements que nous avons fait exé- 
cuter a l'a normale en M sont exactement équivalents au 
roulement sor la développée qui amènerait la normale en 
.ftf à cofïacider avec celle en J(f , la proposition préliminarre 
que nous avions en vue se trouve démontrée. 

Ce point acquis , la démonstration s'achève facilement. 
Considérons un arc fini, dont la première extrémité sera 
designée par Jf , -et décomposons le en n parties terminées 
-en des points Jlf' , Jlf", Jif'",...., Jfcf^»), ce dernier étant la 
seconde extrémité de l'arc fini considéré. Nous supposerons 
ces parties infiniment petites et croissant en nombre indé- 
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fiDÎBieat. Goncevoos mainteuani que la normale roule sur 
la développée à partir de la posUîon où elle coupe la courbe 
priiDÎiive au point M jusqu^à celle où elle la coupe au 
point lf(")» et qu'elle emporte successivement les points 
M, M\ H",...., if("~i). Quand elle sera arrivée en M\ le 
point M se trouvera à une distance de M' infiniment petite 
par rapport à Tare MM* ; quand elle sera arrivée en M*\ 
le point M* se trouvera à une distance de M" infiniment 
petite par rapport à Tare M' M** ; ; quand elle sera arri- 
vée en M^") , le point MC«-i) se trouvera à une distance de 
ifc») infiniment petite par rapport à Tare lf(»-*)ifw. Or 
la distance à laquelle M sera de Jtfc»), lorsque la normale 
coupera la courbe en ce dernier point , est au plus égale à la 
somme de toutes ces distances infiniment petites par rap- 
port aux arcs qui leur correspondent sur la courbe primi- 
tive; donc cette distance est infiniment petite par rapport 
à la somme de ces arcs, c^est -à-dire par rapport à Tare 
fini considéré IfJIfC»), donc elle est nulle. 

Il est ainsi démontré que si Ton fait rouler sa tangente 
sur la développée, cette droite est toujours coupée par la 
courbe primitive au même point. 

10. Concevons un fil enroulé sur la développée jusqu^à 
un certain point quelconque à partir duquel il s'en sépare 
tangentiellement et se prolonge jusqu'au point où il coupe 
la courbe primitive ; qu'ensuite on développe la partie en- 
roulée en tenant toujours le fil tendu: son extrémité sera 
toujours sur la courbe primitive, et la partie rectiligne sera 
toujours la longueur même du rayon de courbure au point 
où elle la touche. Le lieu des centres de courbure d'une 
courbe peut donc servir à décrire cette courbe par son dé- 
veh)ppement en ligne droite, et c'est de là que lui vient 
le nom de développée. 
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U résulte de là qa'tm are fni de la déwloppée d>une courbe 
quelconque eet égai à la différence des rayons de courlmre corres- 
pondants aux deux extrémités de cet are. 

11. Oa déduit de cette proposition que si le rayon de 
courbure a la même longueur en tous les points d'un arc, 
la partie de la développée qui correspond à cet arc se 
réduit à un point. Donc, lorsque le rayon de courbure a la 
même longueur en tous let points d'un arcj cet arc est un arc de 
cercle. 

12. Un arc est situé en dehors du cercle de courbure en Vune 
de ses extrémitésj lorsque le rayon de courbure va croissant dans 
toute son étendue à partir de cette extrémité; il est situé dans 
Vintérieur de ce cercle, si au cortraire le rayon de courbure va 
décroissant. 

Soit MN(^g, 8) un arc dans lequel le rayon de courbure va 
croissant toujours quand on marche de M en N; comme il 
va décroissant quand on marche de N en 3f , il suffit, pour 
que la proposition soit démontrée, de faire voir que le 
point N est en dehors du cercle de courbure en If, et que 
le point M est en dedans du cercle de courbure en N. 

Soit CD Tare de la* développée qui correspond à Parc 
MN, C étant le centre de courbure au point Jtf, et D celui 
au point iV; on a 

CN + arc CD > DN; 
d'où, 

CN ::> DN ^ arc CD ; 
et par conséquent, à cause de DN — arc CD = CM, 

CN > CM. 
Le point N est donc extérieur au cercle de courbure en 
Jf. On a ensuite 

DM < CM + arc CD, 
et, par conséquent, à cause de CM + arc CD =r DN, 

DM < DN. 
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Le point M est denc situé ilms rintérietir du cerole de 
eotirbnre en N, 

Corollaire. Le eereU de courbure traveree en général la eowrbe 
au point de contact. En effet, le cercle de courbure en un 
point quelconque Â de Tare Jlfi^ comprend dans son inté- 
rieur l'arc àM et laisse en dehors de lui Parc AN. 

Pour que le cercle de courbure ne traverse pas la courbe 
au point de contact, il faut qu'en ce point le rayon de cour- 
bure cesse de croître pour commencer à décroître, ou 
qu'il cesse de décroître pour commencer à croître. Dans 
le premier cas, la courbe est située dans l'intérieur du 
cercle de courbure de part et d'autre du point de contact; 
dans le second cas elle est, de part et d'autre du point de 
contact, extérieure à ce cercle. Mais de tels points, lors- 
qu'une courbe en présente, sont nécessairement isolés. On 
a un exemple des premiers dans les extrémités du petit 
axe de l'ellipse, et des seconds dans les extrémités du 
grand axe. 

13. Parmi les cercles tangents à une courbe en un poûU donnée 
Oêteun ne la traverse en ce point, â part le cercle de courbure. 

Soit M le point donné, et C le centre de courbure en 
ce point; Cilf est le rayon de courbure. Le rayon d'un cercle 
tangent à la courbe au point M peut être plus grand ou 
plus petit que CM. Nous montrerons que dans le premier 
cas ce cercle est situé, dans le voisinage de M et de part 
et d'autre de ce point, «itre la courbe et la tangente , et 
que dans le second, c'est au contraire la courbe qui est 
située, dans le voisinage de M et de part et d'autre de ce 
point, entre le cercle et la tangente. La proposition énoncée 
résultera de là. En veitu de la proposition précédente, il 
suffira dans le premier cas de considérer le côté où le 
rayon de courbure va croissant à partir de ilf , et dans le 
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saeond de oonsidérer le cdté où le rayon de courbare va 
décroiasant. 

1» cas. Soit V (fig. 9), situé sur la normale MC au delà de 
C par rapport à If, le centre du cercle considéré. Nous sup- 
posons que le rayon de courbure commence par aller crois- 
sant, lorsque , partant de Jlf , on marche dans le sens MX. 

Par un point situé sur la normale entre C et F menons 
une seconde tangente à la développée. Soit D le point de 
contact et N le point où elle coupe Tare MX. Nous allons 
montrer qu'on a, en supposant assez voisin de C pour 
que Tare CD soit convexe : 

VN < VM, 
et, par conséquent, que le point N est situe dans Tintérieur 
du cercle considéré. Il résultera de là que ce cercle passe 
entre la tangente et Tare MN. 

Puisque l'arc CD est convexe, on a 

arc CD < D0+ OC, 
d'où 

are CD + CM < DO + OM, 
ou 

DN < PO + OM, 
d'où 

ON < OM. 

Mais d'un autre côté on a 

VN < VO + OJV, 
donc, a fortiori 


VN < VO + OM, 


ou 


VN < VM. 

2* cas. F (fig 10) est maintenant situé sur la normale MC 
entre M et C, et nous supposons que le rayon de courbure 
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commence par décroître. Les mêmes lettres désignant les 
mêmes choses que dans la figure précédente, nous montre* 
rons qu^en supposant assez voisin de C pour que Tare 
CD soit convexe, on a 

VN > FH, 
et, par conséquent, que le point N est silué en dehors du 
cercle considéré. Il résultera de là que Tare MN est situé 
entre le cercle et la tangente. 

L'arc CD étant convexe, la ligne CDN^ formée par Parc 
CD et la partie DN de la tangente en D Test aussi ; donc 

Cr + VN > arc CD + DN, 
ou 

CV + VN> CM, 
d'où 

VN > VM. 

Le théorème est ainsi démontré. 

Corollaire. Considérons un point d'une courbe et le 
cercle de courbure en ce point II résulte immédiatement de 
notre théorème qu'il n'est pas possible de tracer un cercle 
qui, à partir du point considéré, passe entre la courbe et 
le cercle de courbure. 

14. Le cercle de courbure esl la limite du cercle tangent à la 
courbe au point considéré et passant par un second point de la 
courbe infiniment voisin. 

Soit MX (fig. 1 1] un arc de la courbe donnée et M le point 
considéré Supposons que le rayon de courbure commence 
par croître à partir de M quand on marche dans le sens 
MX. Soit My un arc du cercle de courbure en M situé du 
même côté de la normale en M que Tare JlfX; Tare MX 
est, dans les environs de if, situé entre l'arc MY et la tan- 
gente (12). 

Soit C le centre de courbure au point M, et F un point 
silué sur MC au-delà de C par rapport à Jlf ; le cercle dé- 
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crit de F comme centre avec VM comme rayon passe, 
dans les environs du point M, entre l'arc MX et ta tan- 
gente (13], et, par suite, dans le voisinage du point M, 
Tare MX passe entre ce cercle et le cercle de courbure, 
et cela a lieu quelque petite que soit la distance CV. 

Si maintenant on suppose que le point F se rapproche 
indéfiniment de C de manière à se confondre avec lui à la 
limite, le cercle dont ce point est le centre se rapprochera 
indéfiniment du cercle de courbure. Puis donc que ces 
deux cercles sont, dans le voisinage de M et du côté MX, 
situés de part et d'autre de la courbe, il faut que celui 
dont le centre est F la coupe en un point qui aille se rap- 
prochant indéfiniment de M lorsque F tend vers C. De là 
résulte la proposition. 

Si Ton avait supposé que le rayon de courbure com- 
mençât par décroître à partir de if, on aurait pris le point 
y entre M et C, et la démonstration eût été la même. 

15. Du cercle osculateur. De même que l'on considère la 
limite de la droite qui passe par un point fixe d'une courbe 
et par un second point infiniment voisin, de même on 
considère la limite du cercle qui passe par un point fixe 
d'une courbe et par deux autres qui s'en rapprochent in- 
défîiiiment. Ce cercle limite est nommé cercle otculaleur. 
Nous allons voir qu'il est identique avec le cercle de cour- 
bure 

Remarquons à cet effet que la proposition établie au 
numéro précédent peut être énoncée comme suit: Le centre, 
de courbure en un point (Tune courbe est la limite de Vintersec- 
tion de la normale en ce point et de la perpendiculaire élevée sur 
le milieu de la corde qui le joint à un point infiniment voisin. 

Cela posé , soit M (fig. 12) un point pris sur la courbe 
donnée, M' et M'* deux points de cette courbe infiniment 
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voisins de M. Soit Â rintersection des perpendiculaires 
élevées sar les milieux des cordes MM\ M*M'*; À est le 
centre du cercle conduit par les points Jtf, ilf', M" , et il 
s'agit de démontrer qu'il se confond à la limite avec le 
centre de courbure au point M. 

Menons la normale au point M' et soient F et 6 les 
points en lesquels elle est coupée par les perpendiculaires 
élevées sur les milieux des cordes MM\ M'M'\ D'après la 
proposition du numéro précédent, énoncée comme on Ta 
vu tout à l'heure, les points F et ^ sont infiniment voisins 
du centre de courbure au point Jtf' , d'où il résulte que la 
longueur ¥G est infiniment petite. Mais dans le triangle 
ÀFG le côté FQ est le plus grand côté, puisque l'angle en 
A est le plus grand angle; dès lors les côtés À¥, AG sont 
aussi infiniment petits, et par conséquent le point A est, 
de même que les points F et G, infiniment voisin du centre 
de courbure au point M\ Or le centre de courbure au 
point M' est infiniment voisin du centre de courbure au 
point ilf ; donc A se confond à la limite avec le centre de 
courbure au point M, et c'est ce qu'on voulait démontrer. 

16. Les angles que font avec la corde d'un arc infiniment 
petit les tangentes en ses extrémités^ sont des infiniment petits 
égaux. 

Soient JH, M' (fig. 1) les deux extrémités de l'arc, et L 
l'intersection des tangentes en ces extrémités; il s'agit de 
démontrer que les angles LMM'y LM'M sont des infiniment 
petits égaux. 

Concevons qu'on ait tracé le cercle tangent à la courbe 
au point M et passant par M' ; soit A son rayon et a l'arc 
infiniment petit qu'interceptent sur ce cercle les points 
ikf, Jlf' ; on a 

angle LMM' = -^«- 
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Concevons encore qu'on ait tracé le cercle tangent à la 

courbe au point M' et passant par M; soit JR' son rayon 

et o' Tare infiniment petit qu'interceptent sur ce cercle les 

points M et iti'; on a 

a* 
angle LM'L =^ "^W' 

a 
La question est ainsi ramenée à démontrer que ^ ^ 

a* 
et ^ sont des infiniment petits égaux, ou, en d'autres 

termes, à démontrer que le rapport de ces quantités, qui 

est égal à — rX-5- > a pour limite l'unité, 
a R 

Le premier cercle diffère infiniment peu du cercle de 
courbure au point M (14), et le second diffère infiniment peu 
du cercle de courbure au point ilf', donc aussi de celui au 

R' 

point M. Par conséquent, le rapport — «— a pour limite 

l'unité. Comme il en est de môme du rapport — ;- , puis- 
que les arcs a et a' ont la même corde , la proposition se 
trouve démontrée. 

Corollaire I. Posons 

LMM' - LM'M == (o ; 
d'après la proposition qu'on vient de démontrer, (f> est d'un 
ordre supérieur à celui de nos deux angles. D'un autre 
côté on a , en désignant , comme nous en sommes déjà 
convenus, par e l'angle de contingence : 

LMM' + LM'M = €. 

De ces deux égalités on tire 

LMM' == -i-(é + w), LM'M ~ ~-(e + a>). 

On a donc la proposition que voici: Langle que fait la 
corde d'un are infiniment petit avec la tangente en Vune de ses 
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extrémités a pour expression -y-e, en négligeant une quantité 

infiniment petite par rapport à lui. 

Nous verrons plus loin que <o est de Tordre du carré 
de l'arc, et nous en donnerons Texpression. 
Corollaire IL Le triangle MM*L donne 

JtL_ _ sin LM'M 
ML "" sin LMM' ' 
et comme le second membre tend vers l'unité, il en est de 
même du premier; ML et M*L sont donc des infiniment 
petits égaux. 

On a démontré (3) que 

ML + ML et corde MM' 
sont des infiniment petits égaux; il en est a fortiori de 
même de 

ML + ML et arc MM* ; 
si donc on désigne par o une quantité d'ordre supérieur 
à celui de Tare MM' ^ et qu'on désigne, comme nous le 
ferons dorénavant, cet arc par /iSy on aura 

ML + ML := Js + (a. 
D'un autre côté, ML et M*L étant des infiniment petits 
égaux, on a, en désignant par o/ une quantité d'ordre su* 
périeur au leur, et par suite à celui de Js, 

ML — M'L = (ù\ 
De ces deux égalités on tire: 

ML = -i-(^/# + œ + wO, ML = -1- (^« + œ-^œ'), 

et comme les quantités w + œ'^ ai — co' sont d'un ordre 
supérieur à celui de Js^ on a cette proposition: La partie 
de la tangente en une extrémité d^un arc infiniment petit, com- 
prise entre cette extrémité et son intersection avec la tangente en 

Vautre extrémité, a pour eûcpression-^Js, en négligeant unequan^ 

tité infininunt petite par rapport à elle-même. 
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Nous verrons plus loin que la diflérence entre cette 
partie de la tangente et -j-zis est de Tordre du carré de 

Tare, et nous en donnerons Texpression. 

17. Eocpression de la perpendiculaire abaissée d*une exlrémilé 
éCun arc infiniment petit sur la tangente en Vautre extrémité. 

Soit L (fig. 13) le point de rencontre des tangentes aux 
extrémités M et M' de Tare infiniment petit que Ton con- 
sidère, et P le pied de la perpeadiculaire abaissée de M' 
sur la tangente en M; on a 

M'P = ML sin M'LP ~ ML sin e. 

On n^altèrera le second membre que d'une quantité 
infiniment petite par rapport à lui même si Ton remplace 

M'L et sin a par d'autres infiniment petits qui leur soient 

1 
respectivement égaux; or M'L et -k-^s sont des infini- 
ment petits égaux (16. Cor. II) , et il en est de môme de 
«m é et f, comme on le démontre en trigonométrie. Sub- 

stituant -^z/5 et £ à M'L et sins^ le second nombre 

devient -y-£z/5, et Ton a la proposition suivante: La 

perpendiculaire abaissée d'une extrémité d'un arc infiniment petit 
sur la tangente en Vautre extrémité est égale à la moitié du prO' 
duit de Varc par l'angle de contingence, en négligeant une quan- 
tité infiniment petite par rapport à elle même. 

Si Ton considère Tare comme du premier ordre, M*P 
est du second, puisque € et Js sont du même ordre. En 
d'autres termes, M'P est de l'ordre du carré de l'arc. 

Le produit -j-sJs peut s'écrire -^ — T^-^*' ? ^^ ^^ ^^ 
l'altérera que d'une quantité infiniment petite par rap- 
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port à lui même si Pon remplace -—- par sa limite, c'est- 

à-dire par la réciproque du rayon de courbure au point 
Jf. Désignant, comme nous le ferons dorénavant, par ç le 
rayon de courbure au point M, on a donc, à un infiniment 
petit près d'ordre supérieur au second, 

Corollaire I. La distance de M' à la tangente en M 
comptée suivant une direction quelconque faisant avec 
cette tangente un angle fini à la limite est aussi du second 
ordre; en effet, soit M'Q cette distance, on a: 

MO _ i 

MP ~" iin M'QP* ' 

et — : — M'OP ^®^^» ®^ vertu de Thypothèse, vers une 

limite finie. 

Corollaire IL Si la direction M'Q tend à devenir per- 
pendiculaire à la tangente en itf, ou, en d'autres termes, 
si l'angle PMQ est infiniment petit, non seulement M'Q 
est du second ordre , mais il a pour expression, de même 

que M'P, -^B^i et —5 — , en négligeant une quantité d'ordre 

supérieur au second. En efiet, MP et M'Q sont, dans 
l'hypothèse actuelle, des infiniment petits égaux. 

18. Expression de la distance de deux courbes tangenîeê l'une 
à V autre f dans U voisinage du point de contact. 

Soit M (fig. 14) le point de contact, et soient M', M\ et 
Q les points en lesquels les deux courbes et la tangente 
commune sont coupées par une droite que nous suppose- 
rons faire avec cette tangente un angle qui devienne droit 
à la limite. Désignons par ç et (>i les rayons de courbure 


-So- 
dés deux courbes au point M. On a, en négligeant des 
quantités infiniment petites par rapport à M'Q et à M\Q, 

.2 2 


M'Q = g- , M'iQ = g (17. Cor. il;. 

Les trois longueurs arc MM% artyMM'i et MQ sont des 
infiniment petits égaux ; les valeurs précédentes de M'Q et 
M'iQ ne seront donc altérées que de quantités infiniment 
petites par rapport à elles mêmes si l'on y remplace arc MM' 
et arc MM'i par MQ\ on obtient ainsi: 


MQ ^, ^ MQ 
M'Q = -TT ' ^^^ ~ 


MQ 


2ç ' *" "" 2(>i 

Considérant arc MM' , are MM'\ et MQ comme du pre- 
mier ordre, les quantités négligées sont d'ordre supérieur 
au second ; on a alors, à un infiniment petit près d'ordre 
supérieur au second : 

M'M'i = MQ - M\Q = ±.l±.^±\ 

Lors donc que les deux courbes n'ont pas le même 
rayon de courbure au point de contact, leur distance, comp- 
tée sur une droite qui tend à devenir perpendiculaire à la 
tangente commune, est du second ordre. 

Comptée sur toute droite faisant avec la tangente au 
point de contact un angle fini à la limite, la distance des 
deux courbes est encore du second ordre. Soit en efiet 
M'R une telle droite, et m'i le point où elle coupe la courbe 
à laquelle appartient le point M*i ; les longueurs arc MM% 
arc Mm'i et ^JR sont encore des infiniment petits égaux, 
et si Ton tire la corde Jlf'i»i'i, le triangle M'M'im'i donne 

M'm\ _ nn M'i 

M'M'x "^ m m\ ' 
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or ie second membre tend vers une limite finie, car puis- 
que la direction M\m\ se confond à la limite avec celle 
de la tangente en Jf , le numérateur et le dénominateur ont 
pour limites, le premier Tunité, et le second, tin M*RQ, 

Lorsque les deux courbes ont le même rayon de cour- 
bure au point de contact, la quantité -^| \ MQ 

s'évanouit, et par suite leur distance est d'un ordre supé- 
rieur au second. 

Soit MX(ûg 15) la courbe considérée, JIfFson cercle de 
courbure au point Si, et MZ un autre cercle tangent à la 
courbe en ce même point. Soient M't et M' 2 les points où uae 
droite tirée d'un point M' infiniment voisin de Jlf et pris 
sur la courbe donnée coupe les cercles M¥, MZ. En vertu 
de ce qui précède, M'U*2 est du second ordre et Jd'M'i 
est d'un ordre supérieur. Par conséquent, la distance d'une 
courbe au cercle de courbure en un de ses points esl infinimeni 
petite par rapport à sa distance à tout autre cercle qui lui est 
tangent en ce point. 

Nous verrons prochainement que la distance de la 
courbe au cercle de courbure est du troisième ordre, et 
nous en donnerons l'expression. 

19. Expression de la différence entre un are infiniment petit 
et sa corde. 

On établit dans les éléments de trigonométrie l'égalité 
suivante, où a désigne un angle quelconque 

d^ ct,^ o? 

1. 4* o 1» iC* é • D 1. ^ • • • .7 

On en déduit que toutes les fois que a est plus petit 
que l'unité, sin a est compris entre 

" ûTT ^* « rrr ^ 1. 2. . . 5 ' 
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et par suite que la différence a — tin a est comprise entre 

et 


1.2.3 1 2. 3 1. 2. ..5 • 

Si donc a est infiniment petit, la différence « — m a 

est égale à . ^ » ou —^ à un infiniment petit du cin- 
quième ordre près, « étant considéré comme du premier 
ordre. 

Soit maintenant « un arc de cercle infiniment petit, c 
sa corde, JR le rayon du cercle. Si Ton appelle « la moitié 
dé l'angle au centre qui comprend cet arc, on aura 

s = 2JRa, c = IRaina^ a = -r-r- ; 

donc, si l'on multiplie a — ma et —^ par 2JR, on aura 

à un infiniment petit du cinquième ordre près , s étant con- 
sidéré comme du premier ordre: 

Nous allons étendre cette formule à toutes les courbes 
planes. 

Soit M un point d'une courbe quelconque et M' un point 
infiniment voisin. Décrivons deux cercles, le premier tan- 
gent à la courbe en M et passant par M' , le second tan- 
gent à la courbe en M' et passant par M, L'arc MM' de 
la courbe considérée est compris enlre les arcs MM' des 
deux cercles. 

Pour le démontrer, remarquons que l'arc MM' étant in- 
finiment petit, on peut le supposer dès l'abord assez petit 
pour que le rayon de courbure aille toujours croissant ou 
toujours décroissant quand on marche de M versitf'. Pour 
fixer les idées supposons qu'il aille croissant. 
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Le rayon de courbure croissant toujours de Jtf en M % 
Je cercle de courbure au point M passe, en vertu de la 
proposition du n"* 12, au dessous de Tare MM\ Il résulte 
de là que le rayon du cercle qui est tangent à la courbe 
en M et qui passe par M' est plus grand que le rayon de 
courbure au point M. Dès lors , en vertu de ce qui a été 
démontré au n^ 13, i^ cas, Tare MM' de la courbe consi- 
dérée est situé à Tintérieur de ce cercle 

En se fondant sur ce que le rayon de courbure va dé- 
croissant quand on marche de M' vers Jf , on démontrera 
semblablement que Tare MM' est situé à Textérieur du 
cercle tangent à la courbe en M' et passant par M. 

Notre proposition préliminaire se trouve ainsi démontrée; 
il en résulte que si Ton désigne par Js la longueur de l'arc 
MM' de la courbe, puis par S et Si celles des arcs MM' 
des deux cercles, on a 

S> ji> Su 
et par suite, en appelant c la corde commune, 

S — c > z/« -— c > 5| — c. 
Appelons JR et JRi les rayons des deux cercles, ç le 
rayon de courbure de la courbe donnée au point Jlf , et 
considérons les trois quantités 

24JP ' 24,0» ' 24IPi ' 
on reconnaît aisément que ce sont des infiniment petits 
égaux, car le rapport de deux quelconques des trois arcs 
S, //i, Si tend vers l'unité, et il en est de môme du rap- 
port des trois rayons JR, (), A|. 

Or d'après ce qu'on a vu plus haut, les quantités 

S3 

S — c et — . d'un côté, 

Sh 
S] — c et — 2i^ — ^® l'autre 
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soni des iofiaiaiant petits égaux; ii suit de là, et de ce que 
Ji — c est compris eotre S — c et Si — e, que les trois 
différences 

S — Cj Js — c, Si — c 
et les trois rapports 

24R2 ' 24,0» ' 24fii2 
constituent six infiniment petits égaux; en d'autres termes, 
deux quelconques de ces six quantités ne difièrent que 
d'un infiniment petit d'ordre supérieur au troisième. On a 
donc, à ce degré d'approximation, 

/j8 — C = — ft-j— S • 

24o2 

s 

On peut exprimer autrement la difierence J$ — c; le 

1 ' g 

facteur — étant la limite du rapport — -— , il n'en difière 

que d'une quantité infiniment petite. Si donc dans la 

1 € 

valeur précédente de ^» — c on remplace — par 


cette valeur ne sera altérée que d'une quantité infiniment 

petite par rapport à elle même. Par cette substitution elle 

1 
devient . a^Js, Donc, la différence entre un arc infinimenî 

petit du premier ordre et sa corde est du troisième ordre; elle 
est égale, en négligeant une quantité d* ordre supérieur au troi- 
sième^ à la vingt quatrième partie du produit de V/irc par le 
carré de V angle de contingence. 

Nous verrons plus loin que cette proposition est vraie 
aussi des courbes gauches. 

Remarque, Si Ton voulait seulement démontrer que l'ordre 
de grandeur de la différence entre un arc infiniment petit 
et sa corde n'est pas inférieur au troisième, on pourrait 
arriver au but plus promptement que par les raisonnements 
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qui précédent. Soit en effet L (fig. 1) le point de ren> 
contre des tangentes aux extrémités M, M' de Tare, et P le 
pied de la perpendiculaire abaissée de L sur la corde 
MM' ; on a 
ML + M'L — cardeMM' =^ ML -- MP -^ M'L — M*P 
= ML (i^eosLMM') + ML {{^cosLM'M) 

= 2ML8in^^LMM' + 2M'L8in^~LM'M, 

d'où il résulte que la différence entre la ligne brisée MLM* 
et la corde MM* est du troisième ordre, puisque ML et M*L 
sont du premier ordre, ainsi que les angles LMM'y LM'M. 
De là résulte la proposition, car cette différence est plus 
grande que celle qui existe entre Tare MM' et sa corde. 

20. Expression de la distance de la courbe au cercle de cour- 
bure dans le voisinage du point de contact. 

Soit MX (6g. 16) la courbe considérée, M le point de 
contact, M' un point infiniment voisin. Supposons que le 
rayon de courbure aille croissant de M vers M\ et soient 
C et C* les centres de courbure relatifs à ces deux points. 
Considérant Tare MM' comme du premier ordre. Tare CC 
de la développée est aussi du premier ordre. Soit MT le 
cercle de courbure au point M, et M'i le point où il est 
coupé par le rayon de courbure CM\ Nous nous proposons 
de chercher rexpression de la longueur M'M'i. 

Tirons CM\) on a 

CM = arc CC + CM =i arc CC + CM'u 
d'où 

M'Mi = arc ce + CM'i - C'M'x, 
ce qu'on peut écrire 

M'M'i ~ corde CC + CM'i — CM\ + arc CC* — corde CC'y 
ou, en désignant par P le pied de la perpendiculaire abais- 
sée de C sur CM' : 

M' M' 1= [corde CC-^CP] + [CM'i-M\P) + [arcCC -corde CC).- 
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La longueur considérée se trouve ainsi mise sous la 
forme d'une somme de trois différences. Nous allons exa-, 
miner ces différences successivement et en rechercher les 
expressions, en négligeant les infiniment petits d^ordre su- 
périeur au troisième. 

On a 

corde CC — C'P = corde CC (1 — cpsCCP) 

= 2 corde CCsin^^CCP, 

quantité du troisième ordre, car la corde CC et Tangle 
CCP sont du premier. On ne Taltèrera que d*une quantité 
d'un ordre supérieur si Ton en remplace les facteurs par 
des infiniment petits qui leur soient respectivement égaux. 
D'abord on peut remplacer le facteur corde CC par l'accrois- 
sement que reçoit le rayon de courbure quand on passe 
de M h M' y accroissement que nous désignerons par z/^. 
Gela tient à ce que cet accroissement est précisément égal 

à l'arc ce (10), et que l'arc CC' et sa corde sont des infini- 

1 
ment petits égaux. En second lieu, le facteur sin-^CCP 

1 
pourra être remplacé par -^CC'Py q\ comme CCP est 

l'angle que lait la corde CC avec la tangente au point C, 
on peut lui substituer Ja moitié de l'angle des tangentes en 
C et C (16 Cor. 1); mais cet angle est égal à celui des 
tangentes enJïf eten M\ c'est-à-dire à t] on pourra donc, 

au lieu de CCP^ écrire -^f . Par l'effiet de ces substitutions 

1 1 

la quantité 2 corde CCsin^-^CCP Ae\\eni-^è'Jç; on a donc, 

en négligeant un infiniment petit d'ordre supérieur au troi- 
sième. 

cordeCC — CP= -^é^Jo. 
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Passons à la deuxième différence, on a: 

Nous allons montrer que cette quantité est du qualrième 

ordre, et que la deuxième différence doit, par conséquent, 

être négligée. 

On a: 

CP 
iinCM\P -r -çjgr-; 

or CP\ perpendiculaire abaissée d'une extrémité d'un arc 
infiniment petit du premier ordre sur la tangente en Fautre 
extrémité, est une longueur du second ordre (17), et comme 
CU'\ est fini, nnCM'iP est du second ordre. Par suite 

m-j-CJIf'iP est aussi du second ordre, et son carré est du 

quatrième. La deuxième différence est donc du quatrième 
ordre. 

La troisième différence étant celle de Tare CC* à sa corde, 

son expression est donnée au numéro précédent. L'arc CC 

étant égal ^ ^q^ et Fangle des tangentes en C et en C à 

f, on a, à un infiniment petit près d'ordre supérieur au 

troisième, 

1 
art CC - corde CC = -^^^^Q- 

On a donc, en négligeant une quantité infiniment petite 
par rapport à M'M\: 

ou 

Nous avons supposé, dans la démonstration qu'on vient 
de lire, que le rayon de courbure allait croissant de M 
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vers U% et laUgure a été construite en conséquence. S'il 
allait décroissant, la démonstration ne serait, comme noiis 
allons le voir, que très légèrement modifiée. 

On a (fig. 17), les mêmes lettres désignant les mêmes 
choses que dans la figure précédente. 
M'M'i = C'M\ — CM' 

= C'M'i - CM + arc ce 
=z CM'x — CM\ + arc ce 
= PM'i - CM\ + arc CC - C'P, 
et cette égalité peut s'écrire comme suit: 
M'lf'i= icordeCO-C'P) -{CM\-PM\) + {arcCC-cùrdeCC). 
Les trois différences qui constituent les termes de la 
valeur de M'M'i sont restées les mêmes. L'une, il est vrai, 
est devenue soustractive, d'additive qu'elle était; mais 
c'est celle qui est du quatrième ordre et qui doit être 
négligée, en sorte que la démonstration continuerait comme 
ci-dessus. 

Remarque, La longueur M'M'\ est la distance de la courbe 
au cercle de courbure mesurée sur la normale à la courbe. 
Hais mesurée sur toute autre direction qui soit à la limite 
perpendiculaire à la tangente au point de contact, la dis- 
tance de la courbe au cercle de courbure est encore égale à 

-^-t^^Qy en né négligeant qu'une quantité d'un ordre su- 
périeur au troisième. Soit en effet m'i un point du cercle 
MY infiniment voisin de jM , et supposons que la direction 
H'fii'i tende à devenir perpendiculaire à la tangente en 
M, ou, en d'autres termes , que l'angle M'iM'm\ soit infi- 
niment petit. Joignant M\m\ , le triangle M'M\m*i donne : 

M'm\ _ «nJfcPi 

M*M\ "" iinm\ ' 

or l'angle M* tendant vers xéro, les angles M'\ et m'i sont 
supplémentaires à la limite, et par suite le rapport de leurs 

3 


— 34 — 

sinas tend vers Tunité. Les longueurs M'm'i et Vif'* 
S4»it donc des inflnîment petits égaux , d'où il résulte que 

-^k^jQ est Texpression de M*m\ en négligeant une quan- 
tité infiniment petite par rapport à lui même. 

21. Expression de la différence des angles que font avec la 
corde d'un are infiniment petit les tangentes en ses extrémités. 

Les mêmes lettres (fig. 18) désignant les mêmes choses 
que dans les deux figures du numéro précédent (on n'a 
pas tracé les arcs MM\ MM\ parce qu'ils auraient chargé 
la figure sans utilité), supposons pour fixer les idées que, 
comme dans la première, le rayon de courbure aille crois- 
sant de M vers M\ Soit MT la tangente au point M; me- 
nons les tangentes en M' et en M'± à la courbe considérée 
et au cercle, et soient L et Li les points où elles coupent 
MT, Soit S le point de rencontre de ces tangentes; 
nous devons montrer d'abord que S est situé entre l'arc 
MM' et MT. Soit à cet effet A le point où la tangente en 
M est coupée par une parallèle menée par Jlf'i à la tangente 
en M'; nous allons chercher la limite vers laquelle tend 

RL 
le rsfpport -«/— • Nous trouverons un nombre inférieur à 

RL 

l'unité, et comme le rapport -^^ ne peut être inférieur 

à l'unité que si les tangentes M'L , M*iLi se rencontrent 
avant de couper MT, il sera établi que le point S est situé 
entre l'arc MM' et MT, 
On â 

RL - ^'^'' m - * i^ > ^i^ RM\Li '' 
- sinM'iRT ' ' - sinM'iRT 

d'où 

RL M'M't mtt M'M'i . CM \ 

MLt'^ M'ilisinRM'iLi" M\Lisin€M'tP ^ M\LtXP, ' 
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Oo n'altérera pas la limite de ce dernier rapport si Ton 

1 /ÉM 

remplace M'M\ par -^t^Jç^ CM\ par , U'iLi par 

-^Ji et CP par -x~eJç. Ces substitutions faites, il vient 
-K-; on a donc 

La détermination que nous avons en vue est maintenant 
facile. Tirons les cordes ilfAf', MM'i; appelons M et M* les 
angles M'ML, MM*L, qui sont ceux dont nous voulons 
connaître la différence. Cette diflèrence est du second 
ordre. Nous négligerons les quantités d'ordre supérieur. 

On a 

M - M'iMT — M'iMM\ 

L'arc MM*i étant un arc de cercle, l'angle M'\MT est 
rigoureusement égal à la moitié de son angle de contin- 
gence, c'est-à-dire à la moitié de M'iLiT. Désignant ce 
dernier par e, on a donc 

La direction M*M*\ tendant à devenir perpendiculaire à 
la corde MM\ l'angle M'iMM' et le rapport dsMM' ^^°^ 

des infiniment petits égaux. Mais ce rapport est du second 
ordre, puisque son numérateur est du troisième et son dé- 
nominateur dû premier. L'anglq M'xMM* est donc du second 
ordre, et par suite on n'altérera la valeur ci dessus de* M^ 
que d'une quantité d'un orcPre supérieur au second si l'on 
substitue à M'iMM' une quantité qui lui soit égale en tant 

qu'infiniment petite.' Le remplaçant par . j}^, — , 
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puis écrivant -^t^^Ç au lieu de M'M'i et J$ au lieu de 

M.' M.' 
carde MM* , ce qui n'altère . J„, que d'une, quan- 

COTaê BUSH 

tité infiniment petite par rapport à lui même, et, par suite, 
d'un ordre supérieur au second, il vient 

2 6 J$ ' 

et cette valeur de M n'est fautive que d'un infiniment 
petit d'ordre supérieur au second. 
Maintenant, le triangle SLLy donne 

MIT - M\LtT - LSLù 
ou, à cause de M'LT = £, de M'iLyT = e, et de LS(L\ = 
M'SM'x = CM'xP: 

é =: e — CM'iP 
L'angle CM*\P est du second ordre, parce que son sinus 
est le quotient de CP, qui est du secood ordre, par CM\^ qui 
est fioi. On n'altérera donc la. valeur ci dessus de b que 
d'une quantité d'un ordre supérieur au second si l'oo 
substitue à' CU\P une quantité qui lui soit égale en tant 

CP 

qu'infiniment petite. Le remplaçant par ^„, , puis écri- 

vaut -^ êJç au lieu de CP., et au lies de CM'\ la quan- 
tité dont il est la limite, c'est-à-dire , substitutions 

qui n'altèrent -7^- que d'une cjuantité infiniment petite 

par rapport à lui méme^ el par suite, d'un ordre supérieur 
au secoud, il vient: .1 

~ . ^ ^« .' 

et cette valeur de e n'est fautive que d'un infiniment petit 
d'ordre supérieur au second. 
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Or M' est égal à £ — ^f. On aura donc la valeur de M' à 
un inûnîment petit près d'ordre supérieur au secpnd si dans 
if ' ^ £ — ilf on remplace e et M par les valeurs ci dessus 
obtenues. Il vient 

On a donc, à un infiniment petit près d'ordre supérieur 
au second) 

^ - * - "T* ~ ^ "^r \ 2 ' T ji 1^ 

ou, 

Ju — iW = — ^— — - — • 
Remarque. Ce résultat, coâibitié avec Fégalité 

conduit à la proposition suivante: La quantité dont Vangle 

formé par la corde d'un arc infiniment petit avec la tangente en 

Vune de ses extrémités diffère de la moitié de V angle de eontin- 

1 é^Jo 
gence est égale, en tant qu'infiniment petite, à -jx --^. 

22. Expression de la différence entre les parties des tangentes 
aux extrémités d^un arc infiniment petit comprises entre ces ex- 
Irémilés et le point de rencontre des tangentes» 

Reprenons la figure 1 , où L est le point de rencontre 
des tangentes aux extrémités M et M' de l'arc; il s'agit de 
trouver la différence des longueurs ML , M'L, Elle est du 
second ordre, et nous la calculerons en négligeant les 
quantités d'ordres supérieurs. 

Le triangle MM'L donne 

ML _ sinM 

ML ^ SinM*' 
d'où, 

ML - ML^ _ iinM — sinM' 
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ou, 

ÊÊi 

ML - ML = [iinM - tin M') Z., . 

Nous avons vu au commencement du numéro 19 que 
la difiérence entre un arc infiniment petit du premier ordre 
et son sinus est une quantité du troisième ordre; on a 
donc, au degré d'approximation indiqué: 

ML ~ML^(H- M-)-^. 

On n'altérera le second membre que d'une quantité in- 
finiment petite par rapport à lui même si l'on remplace 
M ^ M* , ML et sinM' par des grandeurs qui leur soient 
égales en tant qu'infiniment petites. Remplaçant M -- M' par 

-g j^, ML par -â-/^<, sinM' par M* puis par -^f, il 

vient : 

ML "ML = 4-«^p. 

o 

Remarque, La quantité 

M*L + ML -- Js 

étant d'un ordre supérieur au second, puisqu'elle est in- 
férieure à 

ML + ML -^ corde MM' 

qui est du troisième ordre (19, remarque), on aura, of dé- 
signant une quantité d'un ordre supérieur au second : 

M*L + ML = Js + û). 

D'un autre côté, en vertu du résultat qu'on vient d'ob- 
tenir, on aura, a>' désignant unetjuantité d'ordre supérieur 
au second : 

M'L ^ ML=: -^^Q + «'. 
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On lire des deux dernières égalités: 

111 

et comme w + û>' et w — 6e>' sont d*un ordre supérieur au 
second , on voit que la différence entre Vune ou Vautre des 
longueurs ML, M'L et la moitié de Varc est , en tant qu'infiniment 

1 
peiitef égale à —r^sJç* 

23. Des trois chemins suivants, qui conduisent de Vune à 
Vautre des extrémités d^un arc infiniment petite savoir: V la 
ligne brisée formée par les tangentes aux deux extrémités de Varc, 
2^ Varc lui même, 3** sa corde, Vexcès du premier sur le second 
est double de Vexcès du second sur le troisième. 

Désignant toujours par M et M' les deux extrémités de 
Tare et par L le point de rencontre des tangentes en M et 
en M', il s'agit d'établir Tégalilé suivante : 

ML + ML ~ arc MM' _ « 
arc MM' - corde MM' ~" 

Nous avons vu, dans la remarque qui termine le nu- 
méro 19, qu'on a 

ML + ML - corde MM' = 2AfL«V-i-^ + 2M' L sin^^^M' . 

Le sinus d'un angle du premier ordre ne difiérant de 

Fangle que d'une quantité du troisième, la valeur du second 

membre ne sera altérée que d'une quantité du cinquième 

1 t 11 

ordre si l'on remplace sin~^M et sin-^-M' par — if et-^-M'. 

Par l'effet de ces substitutions le second membre devient 

-^r-M • ML ~t" ' t\ 'M ' • M L I 
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on a donc, à an îofitiinieiit petH da oinquièine ordre prés : 
ML + »L - eùrdêMW m ^H» . ML + -i-Jlf'« . M'L. 

Or dans les deux numéros précédents on a trouvé, en 
supposant que le rayon de courbure croisse de Jlf en if', 

ML =r —Ji^-—£j(j^ M'L = —Jt + -Ï2"*^(>, 


et comme ces valeurs ne sont fautives que de quantités 
d'ordre supérieur au second , en les substituant dans le 
second membre de Tégalité précédente on ne l'altérera que 
d'une quantité d'ordre supérieur au quatrième. Efiectuant 
les substitutions et réduisant, il vient, en négligeant les 

termes d'ordre supérieur au quatrième, -^f'Jx; on adonc, 

à un infiniment près d'ordre supérieur au quatrième: 

ML-^-ML-- eordBMM' = 4-*»-^«- 

o 

Mais nous avons trouvé au numéro 19 

arcMM' — cordeMM' = -^€^Js, 

Retranchant ces deux égalités membre à membre, on a, 
à un infiniment petit près d'ordre supérieur au troisième: 

ML + ML — arcMM' = -jy^«*^«- 

Divisant membre à membre les deux dernières égalités 
et passant à la limite, il vient: 

ML + M*L — arc MM' _ ^ 
are MM' — cordeMM' "** ' 

ce qu'on voulait démontrer. 




0E0 COUBBE8 GAUCHES. 

Avant d'aborder Tétode des propriétés des courbes 
gauches, il est nécessaire d'établir la propriété fondamen- 
tale des surfaces, et de présenter quelques considérations 
sur les surfaces développables 

24. M désignant un point quelconque d'une mrfaee^ les tan* 
génies en M à toutes les courbes tracées par ce point sur la sur- 
face sont, en général^ contenues dans un même plan. 

Toute surface peut être considérée comme engendrée 
par une ligne qui se meut dans l'espace en se déformant 
d'une manière continue. Cette ligne est nomtnée génératrice. 
Soit MX (fig. 19) la génératrice au point M , et soient if F, 
MZ deu3[ courbes quelconques tracées sur la surface par 
ce point Gomme deux droites qui se coupent déterminent 
un plan, notre proposition sera démontrée si nous faisons 
voir que les tangentes en Jlf aux courbes ifX, if F, ifZ sont 
contenues dans un même plan. 

Considérons la génératrice dans une position infiniment 
voisine de ifJT, et soient if', if'' l^ points où elle coupe 
if F et ifZ. Le plan ifflf'if" contient: r La corde ifif', 
qui, k la limite, devient la tangente en if à la courbe if F; 
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2* la corde MM'\ qui, à la limite, devient la tangenl 
Jf à la courbe MZ; 3* la corde M'M'\ qui, sauf ei 
cas exceptionnels, diflôre infiniment peu de la tangeni 
M' à la génératrice, et par suite aussi de la tangente 
à MX. Donc la limite du plan MM' M" contient en gé 
les tangentes en M aux trois courbes Jlf J, JIF, JIZ, c 
démontre la proposition. 

Le plan qui contient les tangentes à toutes les cot 
tracées sur une surface par un de ses points est ce < 
appelle /« plan tangent à la surface en ee point. 

Corollaire l. Le plan tangent en un point M d'une 
face est déterminé par les tangentes en H à deux « 
conques des courbes qu'on peut conduire par ce poin 
la surface. 

Corollaire U. Dans toute surface réglée, (on appelle 
celles qui, comme les cônes et les cylindres, sont e] 
drées par le mouvement d'une droite), le plan tangei 
un point quelconque contient la génératrice qui pass^ 
ce point. 

Corollaire IIL M' étant un point de la surface infini 
voisin de If , la distance de M' au plan tangent en i 
en général du second ordre, MM' étant considéré co 
du premier. La distance de M' à tout autre plan co 
par M est du même ordre que MM\ 

25. Concevons qu'un mobile se meuve sur une su 
réglée en se transportant le long d'une génératrice, et i 
chacun des points par lesquels il passe on considè 
plan tangent. Il arrivera de deux choses l'une: ou bi 
plan tangent, qui ne cesse pas de contenir la généra 
changera de direction d'un point à l'autre) tournant a 
de la génératrice, ou bien il ne changera pas de dire 
et restera identique à lui même. Dans ce dernier ca 
plan tangent en un point de la surface est^tanigent te 
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long de la génératrice qui passe par ce poiDl. Ce cas est 
évidemment celui des cylindres et des cônes, et c'est encore 
celui d'autres surfaces que nous apprendrons plus loin à 
connaître. 

Lorsque le pian tangent en un point d'une surface ré- 
glée est tangent dans toute l'étendue de la génératrice qui 
passe par ce point, on peut faire rouler un plan sur la 
surface, et dans chacune des positions successives qu'il 
prend en vertu de ce mouvement, il toueke la surface dans 
toute l'étendue d'une droite II est évident qu'alors la sur- 
face peut être développée sur un plan , car on peut con- 
cevoir que le plan roulant considéré tout à l'heure entraîne 
avec lui tout ce qu'il touche , comme s'il était recouvert 
d'une matière visqueuse, et alors, son mouvement terminé, 
il aura développé la surface sans déchirures et sans plica- 
tures. C'est pour cela que les surfaces réglées en lesquelles 
le plan tangent est tangent tout le long d'une génératrice, 
sont appelées surfacei développabla. Les autres surfaces 
réglées, celles en lesquelles le plan tangent varie d'un 
point à un autre d'une même génératrice , sont appelées 
surfaces gauches, 

26. Concevons une courbe tracée sur une surface dé- 
veloppable. Le plan que nous supposons rouler sur la sur- 
face en en entraînant les parties à mesure qu'il les touche 
entraînera aussi la oourbe, qui finira par se trouver trans- 
formée en une courbe plane. Nous admettons comme évi- 
dent qu'd chaque instant du mouvement la partie déjà développée 
de la courbe se raccorde avec celle qui ne Vesl pas encore, de 
sorte qu*à leur point de rencontre ces deux parties ont mime 
tangente. 

Au lieu de se représenter le plan déroulant sur lui même 
la surface, on peut se le représenter s'enroulant sur elle 
de manière à l'envelopper peu à peu. Alors une courbe 
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préalablement tracée sur le p)a« se^ Inansformera en u 
courbe tracée sur la turfaoe, et à chai^oe iusiant du me 
vemeut la partie déjà enroulée se -raccordera avec ce 
qui ne Test pas encore, de sorte qu'à leur point de re 
contre ces deux parties auront métne tangente. 8i au II 
d'une courbe on a tracé sur le plan une droite, elle 
trouvera à chaque înstaol tangente à la courbe suivi 
laquelle elle s'enroule, au point où elle s'en sépare. 

Concevons que Ton déroule une surface développa 
sur le plan tangent suivant Tune de ses génératric 
Considérons une courbe tracée sur la surface et coup 
cette génératrice en un point M. De la proposition énoni 
tout à l'heure il résulte que la tangente en M à cette coui 
est tangente aussi en ilf à sa transformée située dans 
plan langent. 

27. Nous admettons encore comme évident que la U 
gueurd'uu arc de courbe tracé sur une surface développa 
n'est point altérée par le développement de la surface 
un plan En d'autres termes, un arc de eourbt éraeé tur 
surface développable est égal en longueur à la Urmuformée pi 
à laquelle il donne naissance quand on développe la surface, 
même égalité a lieu entre un arc tracé sur un plan el 
transformée à laquelle il donne naissance quand on • 
roule le plan sur une surface développable. 

Nous aurons plus tard à revenir aux surfaces dével 
pables; nous les quittons maintenant pour nous oecu 
des courbes. 

28. Dans une courbe gauche ^ comme dans une courbe pU 
un arc infiniment peUl el sa corde sont des infiniment petits éga 

Soit MM* (fig. 20) l'arc gauche considéré; il s'agit 
montrer que, ilf' étant infiniment voisin de Jlf, on a: 

arc MM' . 

'*"• c^deMM* = ^' 
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Par le point M faisons passer un plan 'qui ne seil pas 
perpendiculaire à la tangente en ce point, puis faisons 
glisser le long de Tare une droite assujettie à rester perpen- 
diculaire à ce plan; cette droite engendre un cylindre et 
décrit sur ce plan un arc dont nous désignerons par m^ 
la seconde extrémité. Soient MT, Mi les tangentes en M 
aux arcs MM'^ Mm' : elles sont situées dans le plan tangent 
au cylindre suivant la génératrice qui passe par M (24). 

Développons le cylindre sur ce plan tangent, et soient 
Mi, m'i les positions que viennent occuper M' et m' par 
Peflet du développement; m\ est situé sur Mi^ et MT est 
tangent au point M à la transformée de Parc MM\ c'est à 
dire à Tare MM'^ (26). En outre, on a (27) 

arc MM' i = arc MM% Mm\ = arc Mm', 

Dans les tr'angles MM'im\ et MM'm' les angles en m j 
et en m' étant droits, on a 

Mm'i =;= cordeMM'iCOMM'iMm'i^ 
wrdeMm* =b corde MM^ co$ M'Mm\ 

On tire de là par division 

, Jlfiii'i __ cordeMM't cûsM'iMm\ 
corde Mm' corde MM^ co»M*Mm* 

* 

Le premier membre de cette égalité tend vers Tunité, 

car il est égal à âeM~^^ * ®' ''^'^^ ^*" ^^' P'^*^' ^'^^ 

autre côté, les angles if 'litl/riS et Af'Aftn' tendant tous deux 
vers IWs et celui-ci n'étant pas droit, puisque par hypo- 
thèse le plan conduit par Jlf n'est pas perpendiculaire à 

MTy le rapport ■ ^^,mà / tend vers l'unité. On a donc : 

cordeMM'i , 
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Mais l'arc MM't étaot piao , od peut le substituer à 
oorde, ce qui donne 

,. arc MM't . 

'•"* carde MM' ^ ^' 
ou, à cause de Tégalité des arcs MM*i e\ MM\ 

arc MM' _ 
'•"• confoiUlf' • -■ *' 

ce qu'on voulait démontrer. 

29. Dam une courbe gauche, comme dans une courbe pU 
r angle des tangentes aux deux extrémités d^un arc infinin 
petit est, en général, du même ordre que Varc. 

Pour établir cette proposition il ne suffit pas, com 
dans le cas des courbes planes, de rappeler le princ 
général qui consiste en ce que le rapport des accrois 
ments simultanés et infiniment petits de deux variât 
fonctions Tune de l'autre tend en général vers une lin 
finie, car, si dans une courbe gauche l'angle que fail 
tangente avec une droite fixe est bien encore, comme d; 
une courbe plane, une fonction de l'arc compté à pa 
d'un point quelconque de la courbe, l'angle que font eo 
elles les tangentes en deux points n'est plus l'accroissem 
que reçoit cette fonction quand on passe du premier pc 
au second. 

Concevons que tandis qu'un mobile se transporte 
long de la courbe gauche considérée, une droite, assuje 
à passer toujours par Je centre d'une sphère qui a l'uc 
pour rayon, se meuve de manière à être toujours pareil 
à la tangente à la coui*be au point où le mobile se troi 
dans le même instant. Cette droite, eo vertu de son me 
vement, décrit une certaine courbe sur la surface de 
sphère. L'arc de cette courbe et celui de la courbe prir 
tive, compté à partir de points quelconques pris sur ( 
courbes, sont deux quantités fonctions l'une de l'autre, 
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dès Jors les accroissements simultanés et inâniment petits 
de l'un et de l'autre sont du môme ordre infinitésimal* Si 
donc M et M' sont les extrémités de Tare considéré, et m 
et m' les points de la courbe tracée sur la sphère qui cor- 
respondent èi M et k M', les arcs MM\ mm' sont du même 
ordre. 

Gela posé, par m et m* faisons passer un grand cercle 
de la sphère. L'angle des tangentes en if et M' étant égal 
à l'arc de grand cercle mm', la question est ramenée à 
démontrer que cet arc est du même ordre que l'arc mm' 
considéré tout à l'heure et décrit sur la sphère par la 
parallèle à la tangente. Or non seulement ces deux arcs 
sont du même ordre, mais ce sont des infiniment petits 
égaux, puisqu'ils ont la même corde (28). La proposition 
est ainsi démontrée. 

Corollaire, Nous avons vu que dans une courbe plane 
la distance d'une extrémité d'un arc infiniment petit à la 
tangente en l'autre extrémité est du second ordre , l'arc 
étant du premier. Il est aisé de reconnaître qu'il en est de 
même dans une courbe gauche. Il suffit pour cela de pro- 
jeter sur un plan la figure formée par la courbe, la corde 
de l'arc infiniment petit, la tangente, et la perpendiculaire 
abaissée sur la tangente; alors la démonstration sera fon- 
dée sur ce que la projection de la tangente est tangente 
à la projection de la courbe (comme il résulte immédiate- 
ment de la définition même de la tangente], et sur ce qu'une 
droite infiniment petite et sa projection sont du même 
ordre infinitésimal , pourvu seulement que l'angle que fait 
la droite projetée avec le plan de projection ne soit pas 
droit à la limite. 

Nous verrons du reste proebainement que la distance 
d'une extrémité d'un - arc infiniment petit à la tangente 
en l'autre extr^nilé a pour expressioti, comme dans les 
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ooarbes planes, la moitié du prodait de l'arc par Tai 
de coniiDgenoe. 

30. Du plan oiculateur. De môme que parmi les dr( 
qai passent par un point donné d'une courbe, il y en ai 
la tangente, qui est plus importante à considérer que 
autres, de même, parmi les plans qui passent par un ( 
donné d'une courbe gauche, il y en a un qui est part 
lièrement remarquable. Pour arriver à la notion d< 
plan, nous nous proposerons de chercher l'ordre de g 
deur de la distance d'une extrémité d'un arc infinit 
petit à un plan passant par l'autre Nous appelleror 
l'extrémité par laquelle passe le plan, M' l'autre, et i 
considérerons l'arc MM' comme du premier ordre. 

Soit P (fig. 21) le pied de la perpendiculaire abai 
de M' sur le plan ; M'P est la longueur dont nous vou 
déterminer Tordre infinitésimal. On a 

M'P , MMtmMD 

MM' = imMMP, 

d'où, en désignant par a l'angle que fait la tangente 

point M avec le plan, 

,. M'P 

Itm ^^ = stn a. 
MM 

Lors donc que le plan ne contient pas la tangent 

M'P 

point M, la limite du rapport ^j^, est finie, et par i 

M'P est du premier ordre. 

Supposons maintenant que le pian contienne la tang 
à la courbe au point Jll; alors l'angle rr étant nul, M'P(^g 
n'est plus du premier ordre, et nous allons prouver qu'i 
généralement du même ordre que la distance de M* 
tangente en M, f^ar conséquent du second. De M' ab 
sons M'T perpendiculaire sur la tangente en Jlf, et joigi 
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PT, qui sera aussi perpendiculaire sur cette tangente. Dans 
le triangle M'PT, rectangle en P, l'angle T est fini ; pour 
qu'il fût infiniment petit, il faudrait que le plan fût dirigé 
suivant la limite de la direction TM' , et pour le moment 
nous écarterons ce cas. L'angle T étant fini et Tangle P 
Tétant aussi puisqu'il est droit, le rapport des longueurs 
M*P et M'T est fini, et par suite elles sont du même ordre, 
ce qu'on voulait démontrer. 

Il ne nous reste à considérer que le cas exceptionnel 
que nous avons écarté tout à l'heure, celui où le plan est 
conduit par la tangente et par la limite de la direction M^T. 
Alors M*P, distance du point M' à ce plan, est d'un ordre 
supérieur à celui de if' 7, distance de M^ à la tangente, 
puisqu'il est le produit de M^T par le sinus de l'angle 
M'TPj qui , par hypothèse , tend vers zéro. Nous verrons 
plus tard qu'il est du troisième ordre, et nous en donnerons 
l'expression. 

11 existe donc en chaque point d'une courbe gauche un 
plan dont le contact avec la courbe est plus intime que 
celui de tout autre plan passant par le même point. Sa 
distance à la courbe est d'un ordre supérieur à la distance 
de la courbe à la tangente, et parmi tous les plans qui 
passent par le point considéré il est le seul qui jouisse de 
cette propriété. Ce plan remarquable a reçu le nom de 
plan oiculaUur, D'après ce qui précède, il est la limite du 
plan conduit par la tangente et par la perpendiculaire 
abaissée sur la tangente d'un point infiniment voisin du 
point de contact. En d'autres termes, le plan osculaieur en 
tm point d'une courbe gauche eil la limite du plan déterminé 
par la tangente en ce point et par un second point de la courbe 
infiniment voisin» 

Le plan osculateur peut encore, comme nous le verrons 
dans les numéros suivants, être envisagé de deux autres 

4 
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manières* 1* Gomme limile du pUn conduit par ia tang 
au point considéré parallèlement à celle en an point 
niment voisin; 2* comme limite du plan déterminé pi 
point considéré et par deux autres points de la courbe 
(iniment voisins de lui. 

31. L$ plan Oiculateur en un point M d^une courbe gi 
est identique avec la limite du plan déterminé par la iangen 
M et par une parallèle menée par M à la tangente en un 
M' infiniment voiiin de M, 

Soit MT cfig. 23) la tangente au point if, et MK i'in 
section du plan osculateur et du plan normal, c'est-à- 
perpendiculaire à la tangente; le plan TMK est le 
osculateur au point M. 

Soit MX rmtersection avec le plan normal du pian 
nous avons en vue , c'est-à-dire du plan mené par 
parallèlement à la tangente en M\ L'angle que fait ce 
avec le plan osculateur est Fangle XMK^ et par suii 
proposition sera démontrée si Ton fait voir que Ta 
XMK tend vers zéro lorsque M' se rapproche indéfinii 
de M, 

A cet eflet, projetons la courbe sur le plan normal; 
m* la projection de M' et p le pied de la perpendicu 
abaissée de m* sur MK, Les longueurs m'M et m*p 
respectivement égales aux distances du point M* à la 
gente et au pian osculateur en M; dés lors, en verti 
la définition du plan osculateur, m'p est infiniment i 
par rapport à mM' , d'où il résulte que l'angle m*Mh 
infiniment petit» et par suite, que MK est tangent en M 
projection de la courbe Projetons maintenant sur le 
normal la tangente à ia courbe au point M'; la projec 
de cette tangente est tangente en m' à la projection d 
courbe , d'où il résulte que si l'on désigne par l le [ 
où elle coupe i/AT, l'angle m'IK est infiniment petit. 
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MX 684 parallèle à m'I; donc l'angle XEiK est égal à Tangie 
m'Œ; par conséquent il est infiniment petit, ce qui dé«* 
montre la proposition 

32. Concevons, comme nous l'avons déjà fait plus haut, 
que tandis qu'un mobile se transporte le long de la courbe 
gauche considérée , une droite, assujettie à passer toujours 
par un certain point de l'espace , se meuve de manière à 
être toujours parallèle à la tangente au point où le mobile 
se trouve dans le même instant. Cette droite décrit une 
surface conique dont les génératrices sont parallèles aux tan- 
gentes de la courbe donnée. Appelons ^, fi' les génératrices 
parallèles aux points Ht, M' de cette courbe. Le plan con- 
duit par [i et /m^ est parallèle au plan conduit par la tan- 
gente en Jlf parallèlement à celle en if'; donc, à la limite, 
le plan \ja^ (a*) est parallèle au plan osculateur en M. Mais 
à la limite le plan (^, (a') est tangent à la surface conique 
suivant la génératrice (i\ par conséquent, les plans oscu- 
lateurs de la courbe considérée sont parallèles aux plans 
tangents à la surface conique. 

Nous aurons quelquefois à faire usage du cône dont 
nous venons de décrire la génération. 

33. Le flan oiculalewr Irttverse en général la courbe au point 
de contact. 

Soit M le point de la courbe donnée en lequel nous 
considérons le plan osculateur. Coupons par un plan quel- 
conque le cône construit au numéro procèdent, et soit a le 
point de la courbe d'intersection situé sur la génératrice 
parallèle à la tangente en M, Nous allons montrer que si 
le plan osculateur ne traverse pas la courbe donnée au 
point Jf, il y a, sur la courbe d'intersection, inflexion au 
point a. Comme les points d'inflexion sont nécessairement 
isolés, il résultera de là que ce n'est qu'en des points 
isolés que le plan osculateur ne traverse pas la courbe au 
point de contact, et la proposition se trouvera démontrée. 


-^ 52 — 

Supposons donc qae le plan oscillateur ne traverse 
la coorbe an point M; alors, dans le voisinage de M e< 
part et d'autre de ce point, la courbe est située d'un mi 
côté du plan osculateur. Si donc on conduit un plan 
la tangente en M et par un point M* infiniment voisin 
coupera la courbe en un autre point Jf infiniment v< 
de M et situé par rapport à M' de l'autre côté de M. 

Cela posé, reprenons la figure du numéro 31, dans 
quelle m* est la projection de M' sur le plan normal er 
Le plan conduit par la tangente en M et par le poin 
contient la droite Mm' , qui est une corde de la projec 
de la courbe sur ce plan normal. 

Il existe sur l'arc Mm* un point en lequel la tang 
est parallèle à la corde Mm'; désignons le par n' et 
N' le point de la courbe considérée dont il est la prp 
tion, N' est situé entre M et M% et la tangente en n* 
la projection de celle en N\ Il résulte de là et de ce 
le plan déterminé par la tangente en M et par le poin 
contient la corde Mm\ que ce plan contient la para 
menée par Jlf à la tangente en N*. Puisque ce même j 
passe par un point M*' situé par rapport à M' de Ta 
côté de Jf , il contient encore la parallèle menée par 
la tangente en un point N'' infiniment voisin de M et s 
par rapport à N' de l'autre côté de M 

Reprenons maintenant le cône considéré au nue 
précédent, et soient fif v* , v*' les génératrices parall 
aux tangentes en M, N', N'' ; v** est situé sur le côni 
l'autre côté de ^ par rapport à v\ et les trois générati 
^, y', y" se trouvent, en vertu de ce qui précède, k 
tenues dans un même plan. 

Coupons le cône par un plan quelconque ; nous obt 
drons une courbe dont nous désignerons par a, h* e 
les points situés sur ^, v\ v" ; h" est situé sur la coi 
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de l'autre côté de a par rapport à 6'. Ces trois points étant 
contenus dans le plan des génératices fi y v', y", la corde 
a6' de la courbe d'intersection passe par f; or puisque 
b' et b" sont infiniment voisins de a, cela ne peut avoir 
lieu que si au point a il y a inQexion. La proposition est 
ainsi démontrée. 

■9 

34. Le plan o$culaleur en un point M d'une courbe gauche 
est identique avec la limite du plan déterminé par le point M et 
par deux points M* ^ M** de la courbe infiniment voisins de M, 

Soit MT (Gg. 24) la tangente en Jlf à la courbe considé- 
rée, et M"T' la tangente en M**. Conduisons un plan par 
la tangente Jlfr et par le point M" , et un autre par la 
tangente WT" et par le point M, Ces deux plans et celui 
que nous avons en vue, c'est-à-dire le plan MM'W\ con- 
tiennent tous trois la corde MM^\ 

Le plan TMM'* fait un angle infiniment petit avec le 
plan osculateur en Jlf, et le plan T"M**U fait un angle in- 
finiment petit avec le plan osculateur en H*'. L'angle de 
ces deux plans osculateurs étant infiniment petit, il en est 
de même de celui des plans TMM", T'WH. Donc» des 
quatre angles que ces deux plans font entre eux, deux 
sont infiniment petits et les deux autres tendent vers deux 
droits. H sera dès lors établi que le plan MH'M** se con- 
fond à la limite avec le plan osculateur en Jf, si l'on fait 
voir qu'il est compris dans les deux angles infiniment 
petits que font les plans TMW* et T'M'*M, et à cet effet 
il suffit de démontrer que l'arc MWW est compris dans 
l'un des deux angles infiniment petits. 

Ramenée à ces termes, la proposition est évidente ; car 
puisque l'arc est infiniment petit , il serait impossible , s'il 
était situé dans l'un des deux grands angles , que chacun 
des deux plans contînt la tangente en l'une de ses extré- 
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mités. Il faat donc qu'il soit conopris dans Tan des deux 
angles infiniment petits. 

La proposition est ainsi démontrée. 

On peut encore la démontrer comme suit : 

Soit toujours MK (fig. 25] Tintersection dn plan oscula- 
teur et du plan normal en U, et MT la tangente; il s'agit 
de prouver que le plan M'MM** se confond à la limite avec 
le plan TMK. La droite MM\ contenue dans le plan MU'M'\ 
fait un angle infiniment petit avec MT. Nous allons dans ce 
même plan déterminer une droite faisant un angle inGni- 
ment petit avec MK, et de là il résultera qu'il se confond 
à la limite avec le plan TMK, car quand un plan mobile 
contient deux droites dont les directions difiièrent infini- 
ment peu de celles de deux droites d'un plan fixe qui font 
entre elles un angle fini, il tend à se confondre avec ce 
plan fixe, à moins toutefois que l'intersection des deux 
plans ne s'éloigne indéfiniment, auquel cas ils seraient paral- 
lèles à la limite 

Par Jf menons un plan perpendiculaire à MT, et soit aie 
point où il coupe la droite MM*; la droite M^'a est située 
dans le plan MM'M' ; nous allons montrer qu'elle fait un 
angle infiniment petit avec le plan TMK, et par suite aussi 
avec la droite JffiT. La proposition se trouvera alors démontrée. 

D'un point quelconque À de la courbe abaissons ÀP 
perpendiculaire sur MT, AQ perpendiculaire sur le plan 
osculateur, et joignons PQ, qui se trouve aussi perpendi- 
culaire à MT. Si Ton suppose que le point À se rapproche 
indéfiniment de Jlf , AP est infiniment petit par rapport à 
MP, car l'angle AMP tend vers zéro ; de plus , comme en 
vertu de la définition du plan osculateur l'angle APQ tend 
aussi vers zéro, AQ est infiniment petit par rapport à PQ, 
«t les longueurs AP et PQ sont des infiniment petits égaux. 
On a par conséquent: 
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Um^i=z 0, lim^ =0. 

PrenoDS MT poar axe des x^ MK pour axe des y, et 
pour ai^e des % la perpendiculaire élevée en M sur le plan 
TMK. Soient 

•y = F («), %^ fix) 
les équations des projedtions de la courbe sur le plan des 
2By et sur celui des x%. Les coordonnées du point À sont 

x^MP. y- PQ, * = ÀQ, 
et par suite, si Ton suppose que x tende vers zéro, on a, 
en vertu de ce qui précède : 

hm—^-^ = 0, hm „, { = 0. 
X F{x) 

Désignons par x\ x** les x des points W et U^'; les 

coordonnées du point a seront 

X = x'\ y = —Fix'), % = Ç/(x'). 

Par suite, la tangente de Tangle que fait la droite Wa 
avec le plan xy est égale à 


F(«") - ^Fix') 


i 


et notre théorème sera démontré si nous faisons voir que 
cette expression tend vers zéro avec x* et x'\ Pour sim- 
plifier, divisons la haut et bas par x", et posons 

F(x) , ^ f(x) .. . 

elle deviendra 

xp(x'') - V;(xO 

et en vertu de rhypothèse , on aura , x tendant vers zéro» 
Itm 7(a?) ==: 0, lim V^(a?) = 0, Um ^^ = 0. 
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Pour démontrer qae le rapport /L/i\ H } /\ ' ^^^ 

vers zéro avec «' et «'', concevons que sar deux axes 
rectangulaires OX , OY on construise une courbe en pre- 
nant pour abscisses les diverses valeurs que prend <f(9) 
quand on fait varier x à partir de zéro, et pour ordonnées 
les valeurs correspondantes de ^{x). Cette courbe passe par 
Torigine, puisqu'on a 9(0) =^0, 1^(0) = 0. De plus, elle est tan- 
gente à Torigine à Taxe OX; en effet, la tangopte de Tangle 
que fait avec OX une sécante passant par l'origine est égale 

à ^^ ^ , et comme ce rapport tend vers zéro avec x, Id 

courbe est tangente à l'origine à l'axe OX, Maintenant 

( *'\ H ( '\ ®^^ Texpression de la tangente de l'angle 

que fait avec l'axe OX la sécante conduite par les points 
de la courbe obtenus en faisant successivement dans <p(x) 
et dans i/>(â?), x =s x' et « = a;'^ Or cet angle est infini- 
ment petit , puisque x' et x'^ tendent vers zéro et que la 
courbe est tangente à l'origine à l'axe OX Donc le rapport 

' r.J "" / .X tend vers zéro avec x' et x'\ et la pro- 

position se trouve démontrée. 

35. L'angle que font entre eux les plans osculaleurs aux deux 
exirémiléi d'un are infiniment petit est, en général, du même 
ordre que Vare. 

Pour établir cette proposition, on pourrait se servir du 
cône dont les génératrices sont parallèles aux tangentes de 
la courbe (32). Soient fi^ 11* les génératrices qui correspondent 
aux extrémités M et U* de l'arc ; l'angle de ces génératrices 
étant du même ordre que l'arc JâM* puisqu'il est égal à 
l'angle des tangentes en U et en Jlf' , et les plans tangents 
au cône suivant yu et ^* étant parallèles aux plans oscu- 
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lateurs en M et en M\ la proposition serait ramenée à 
démontrer que dans un cdne l'angle des plans tai^ents 
suivant deux génératrices infiniment voisines est en général 
du même ordre que l'angle que font entre elles ces géné- 
ratrices. Il n'y aurait à cela aucune difficulté, mais ou peut 
arriver au but plus promptement et plus directement en se 
fondant sur ce que l'angle de deux plans est égal à celui 
de leurs normales. 

Concevons que tandis qu'un mobile se transporte le long 
de la courbe considérée, une droite, assujettie à passer 
toujours par le centre d'une sphère dont le rayon a l'unité 
de longueur, se meuve de façon à être continuellement nor- 
male au plan osculateur au point de la courbe où le mobile 
se trouve au même instant. Cette droite décrit sur la sphère 
une courbe dont nous désignerons par m et m' les points 
qui correspondent à Jlf et à M\ L'arc mm* de cette courbe 
est du même ordre infinitésimal que Tare JtfAf ' de la courbe 
donnée , et comme l'angle des plans osculateurs en M et 
en M' est égal à l'angle mom% o désignant le centre de la 
sphère, tout revient à démontrer que l'arc mm' et l'angle 
fnam* sont du même ordre. Or il est évident que non seule- 
ment ils sont du même ordre, mais que ce sont des infini- 
ment petits égaux, car si l'on mène par m et m* un grand 
cerele de la sphère, l'angle mom' est égal à l'arc mm^ de 
ce grand cercle, et cet arc a la même corde que l'arc mm* 
de la courbe décrite par la normale au plan osculateur. 

La proposition est ainsi démontrée. 

L'angle des plans osculateurs en deux points infiniment 
voisins est un élément dont la considération est essentielle 
dans l'étude des courbes gauches II constitue ce qu'on 
nomme Ui li}riionf ou encore la teeonde courlmre, et de là 
vient que les courbes gauches sont souvent appelées courbes 
à double courbure. 
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Nous avons désigné par -raff^n âe emtfhure «m pohii M la 
limile da rapport d'un arc W à l'angle des tangentes en 
ses extrémités en supposant le point M foe et le point X' 
s'en rapprochant indéfinîinent. Désormais, lorsqu'il s*agira 
de courbes gauches, nous appellerons oette limite rayon de 
la première courbwre^ et nous désignerons par rayon de la 
êHonde eaurbmn au paêni M la limite du rapport de l'arc MM' 
à l'angle des plans osculateurs en M et en Jf^ L'angle des 
plans osculatenrs en deux points in6niment voisins sera 
appelé angle ^ iorsion, et sera désigné par la (ettre grec- 
que fj. L'angle des tangentes continuera à être appelé angle 
de cmUingencê et à être désigné par &. 

36. La tangente en un point M éTime courbe gaucke est la 
limite de Vintereeetitm dee plans oseutaêeurt fn M et en un second 
point infininwnt voisin ; de plus^ le point M est la limite du point 
de rencontre de la tangente en M et de Vintersection des deux 
plans osculateurs 

Soit toujours MK (fig. 26) l'intersection du plan normal 
et du plan osculateur en Jlf , et MT la tangente; le plan 
TMK est le plan osculateur en M 

Soit a le point où la tangente en un point À de la courbe, 
situé à une distance finie de M, perce le plan TMK; a est 
un point de l'intersection des plans osculateurs en M et 
en À. Nous allons en déterminer la position. 

Soient MB et MC les projections de la courbe donnée 
sur le plan osculateur et sur le plan normal en M, B et C 
étant les projections de A. Les courbes MB, MC sont res- 
pectivement t«mgentes en M aux droites MT, ME, et les 
projections de la tangente en A sont tangentes à ces courbes 
en B et en C. 

Soit maintenant q le point où la tangente en C à la 
courbe MC coupe MK; q est la projection du point a sur 
le plan normal, d'où il suit que a est l'intersection de la 
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tangeole en B à la courbe M^ et d'une parallèle menée 
par 9 à if T. 31 résdlie de là , si toutefois Ton suppose À 
assez voisin de 11 pottr que Tare MB soit convexe, que a 
est situé entre Tare ilf il et la tangente MT. Dès lors , si 
une ^olte ^^isse de ii en Jlf le long de la courbe donnée 
en lui restant toujours tangente, la courbe Ma qu^elle trace 
'Sur le plan osoulateur en M passe entre MT et l'arc MB^ 
et, par suite, est tangente en Jlf à MT. 

Nous allons 'maintenant démontrer que Tintersection des 
pians osGulatenrs en M ei en A est précisément tangente 
en a à cette nouvelle courbe , et de là résultera immédia- 
tement la double proposition qui fait l'objet de ce numéro. 

Concevons que par le point À (fig 27) on mène une 
parallèle à ta tangente en un point À' infiniment voisin de 
À, et soit 6 le pomt où elle perce le plan osculateur en 
M» Le plan osculateur en À est la limite du plan déter- 
miné par les droites Âa^ Ab (31), et, par suite, l'intersec- 
tion des plans osculateurs en Jf et en i est la limite de 
la direction ab. La question est donc ramenée à prouver 
que cette limite est tangente en a à la courbe Ma, Nous 
allons montrer que la longueur ba' , a* désignant le point 
où la tangente en A' rencontre la courbe Jfa, est du second 
ordre, Tare aa' étant considéré comme du premier. 11 suivra 
de là que llangle a*igb est infiniment petit , et, par consé- 
quent que la limite de la direction ab est identique avec 
la Hmite de la direction aa\ Coomie cette dernière limite 
n'est autre que la tangente en a à la courbe Ma , la pro- 
position se trouvera démontrée. 

La longueur ba' est le quotient qu'on obtient en divi- 
sant la distance des droites Ab^ A'ùf par le sinus de l'angle 
que fait ba' avec l'une ou l'autre de ces droites. Cet angle 
étant fini, puisque Ab et A*a^ font un angle fini avec le plan 
osculateur en Jf , il suffit de montrer que la distance de 
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ces droites est da second ordre. Or elle n'est autre que 
la distance de À à la tangente en Â' , d'où il suit qu'elle 
est de l'ordre du carré de l'arc AÂ' (29, corollaire). Mais 
l'arc ÂÀ' est nécessairement du même ordre que aa'^ c'est- 
à-dire du premier. La distance des droites Àb et Â'a' est 
du second ordre. 

La double proposition énoncée en tète de ce numéro 
se trouve ainsi démontrée. 

37. Un poini quelconque M d^unê courbe gauche eel la limiU 
de Vinieneelion du plan oêculateur en M et de ceux en deux painls 
M' et M" infiniment voiHne de M. 

Cette intersection est le point suivant lequel se coupent 
les intersections des plans osculateurs en M* et en M*' 
avec le pomt osculateur en U- C'est donc le point de ren- 
contre des tangentes à la courbe Jfa, considérée au numéro 
précédent, en deux points infiniment voisins de M. Or un 
tel point est lui même infiniment voisin de Jf, ce qui dé- 
montre la proposition. 

38. Avant d'aller plus loin , il est nécessaire de pré- 
senter quelques considérations sur l'emploi des courbes 
auxiliaires dans les démonstrations qui ont pour but d'é- 
tablir les propriétés qu'une courbe possède en chacun de 
ses points. Nous avons surtout en vue d'indiquer une pré- 
caution sans laquelle l'introduction de ces courbes dans le 
raisonnement pourrait quelquefois conduire à des résultats 
inexacts. 

II faut distinguer deux cas. 

Tantôt la courbe auxiliaire est indépendante de la po- 
sition du point que l'on considère sur la courbe donnée, 
ou, en d'autres termes, reste la même quel que soit ce 
point. Telles étaient les courbes auxiliaires dont nous avons 
fait usage aux numéros 29 et 85 pour établir que l'angle 
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des tangentes et celui des plans osculatears en deux points 
d'ane courbe gauche infiniment voisins sont en général du 
même ordre infinitésimal que Tare que ces. deux points 
comprennent; telle était encore celle dont nous nous som- 
mes servis au. numéro 33 pour prouver que le plan oscu- 
lateur traverse en général la courbe au point de contact. 
Il n'y a aucune précaution spéciale à prendre quand c'est 
ce cas qui se présente. 

D'autres fois, au contraire, la courbe auxiliaire varie 
d'an point à l'autre de la courbe donnée. Ce cas s'est déjà 
présenté à nous plusieurs fois. Aux numéros 31 et 36 nous 
avons fait usage de la projection de la courbe donnée sur 
le plan normal au point considéré; au numéro 36 nous 
avons fait usage de la courbe tracée sur le plan osculateur 
au point considéré par une droite qui se meut en restant 
tangente à la courbe donnée ; dans la seconde démonstra^ 
tien du théorème qui fait l'objet du numéro 34 nous avons 
encore construit une courbe auxiliaire variable. C'est dans 
ce second cas qu'il peut, comme nous allons le reconnaître, 
devenir indispensable d'user de précaution, si l'on ne veut 
pas s'exposer à être conduit par le raisonnement à des ré- 
sultats faux. 

Lorsque dans une démonstration qui a pour but d'éta- 
blir une propriété qu'une courbe possède en chacun de 
ses points on fait usage d'une courbe auxiliaire variable, 
il arrive souvent qu'on doive considérer un point déterminé 
de cette courbe, et lui attribuer en ce point la jouissance 
de propriétés générales antérieurement démontrées. Mais 
il ne faut pas oublier que certaines de ces propriétés 
n'existent qu'en général, et peuvent cesser d'avoir lieu en 
certains points isolés. Lors donc que dans une démonstra- 
tion on attribue à une courbe auxiliaire variable, et en un 
point déterminé , la jouissance de telle propriété générale 


des courbes, il est indispensable de s'être sa préalable 
assuré que ce point n*esi pas un de ces points exceplioD- 
nels où cette propriété cesse d'avoir lieu. Si ceUe précau- 
tion n'a pas été prise, la démonstration est insuffisante. 

Pour montrer par un exemple le danger qu'il y aurait 
à la négliger, considérons la projection d'une courbe gauche 
sur le plan normal en un de ses points, que nous appel- 
lerons M. Soit MK (fig. 23) Tinterseclion du plan normal 
et du plan osculateur en ce point; MK est tangent en M 
à la projection. Soit m' la projection d'un second point Jf' 
de la courbe donnée, et p le pied de la perpendiculaire 
abaissée de m' sur MK. Considérant MM' comme du pre- 
mier ordre, la longueur Mm* est du second, puisqu'elle est 
égale à la distance du point M* à la tangente en M. Si Ton 
néglige la précaution sur laquelle nous insistons, on dé- 
duira immédiatement de là que m'p est du quatrième ordre, 
comme étant de l'ordre du carré de l'arc Mm* ; et comme 
m*p est égal à la distance de M* au plan osculateur en M, 
on arriverait à cette conséquence, que la distance d'un point 
d'une courbe gauche au plan osculateur en un point infini- 
ment voisin est du quatrième ordre, l'arc qui joint ces 
deux points étant du premier. Or cette conséquence serait 
fausse, car nous verrons prochainement que la distance 
en question est du troisième ordre. 

Nous avons plusieurs fois déjà, comme il a été rappelé 
tout à l'heure, fait usage d'une courbe auxiliaire variant 
d'un point à un autre de la courbe donnée. Mais jamais nous 
n'avons eu à lui attribuer j en un point déterminé, la jouis- 
sance de ces propriétés qui peuvent cesser d'avoir lieu en 
certains points isolés. Nos démonstrations n'étaient donc 
nullement invalidées par l'emploi d'une courbe auxiliaire 
variable II n'en serait plus de même dans quelques-unes 
de celles qui vont suivre, et nous aurons à user de la 
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précaution dont nous avons cherché à faire ressortir l'iinr 
portance. 

39. En vue de cette précaution, nous ferons une remar- 
que avant d'entrer en matière. 

Soient JK et M' (fig. là) deux points d'une courbe 
plane infiniment voisins; nous supposons M fixe et M* mo- 
bile. Soient L le point de rencontre des tangentes en ces 
deux points, et P le pied de la perpendiculaire abaissée 
de M' sur ML, Nous avons établi plus haut les trois pro- 
positions suivantes: 

r L'arc MM* et l'angle M%P sont du même ordre infini- 
tésimal (4). 
2* Les an,i^Ies LMM* et LM^M sont des infîniments petits 

égaux, ainsi que les longueurs ML et M*L (16). 
d!" M'P est égal à la moitié du produit de Tare MM' par 
Tangle Jlf'LP, à une quantité près infiniment petite par 
rapport à lui même (17). 

Ces trois propositions sont de celles qui peuvent cesser 
d'avoir lieu en certains points exceptionnels et isolés. Ce 
que nous voulons faire remarquer, c'est que si le point M 
n'est pas exceptionnel par rapport à la première, il ne l'est 
pas non plus par rapport aux deux autres. En d'autres 
termes, nous voulons montrer que , M étant un point dé- 
terminé d'une courbe plane, toutes les fois que Ton pourra 
prouver que l'arc MM' et l'angle M'LP sont du même ordre 
infinitésimal y on sera certain que les angles LMM\ IM'M 
sont, des infiniment petits égaux , ainsi qu« les longueurs 
M£, M'L , et que M*P est égal à la moitié du produit de 
l'arc MM' par l'angle M'LP^ a une quantité près infiniment 
petite par rapport à lui même. 

L'angle M'LP étant l'angle de contingence, s'il est du 
même ordre que l'arc MM' y le rayon de courbure au point 
M est fini. Gela résulte de la définition même du rayon de 


— 64 - 

coarbure. Alors, pour se convaincre qae les angles LMM* 
et LM'M sont des infiniment petits égaux, ainsi que les 
longueurs ML et M'L, il suffit de se reporter à la démon- 
stration par laquelle on a prouvé que ces relations ont 
lieu en général (16) , car on reconnaîtra que celte démon- 
stration ne peut se trouver en défaut que si le rayon de 
courbure est nul ou infini en celte des deux extrémités de 
l'arc qui est supposée fixe 

De ce que ML et M'L sont des infiniment petits égaux, 
il résulte immédiatement (17) que M'P est égal à la moitié 
du produit de Tare par Tangle M' £P, à une quantité prés in- 
finiment petite par rapport à lui même. 

40. Expression de F angle que fait uvee le plan oseulaieur en 
un poinl M d^une courbe gauche la langenie en un point M* in- 
finimenl voisin. 

Cet angle est égal, à une quantité près infiniment petite 
par rapport à lui même, à la moitié du produit de Fangle 
des tangentes par Fangle des plans osculateurs en M et en 
Jlf'; en d'autres termes, V angle que font entre eux le plan lan- 
gent et le plan oseulateur aux deux exlrémités d^un are infini- 
ment petit est égalj en tant quHnfiniment petit, à la moitié du 
produit de V angle de contingence par V angle de torsion. 

Pour le démontrer, considérons la surface conique dont 
les génératrices sont parallèles aux tangentes de la courbe 
donnée, et désignons par fi et fi' les génératrices parallèles 
aux tangentes en M et en M'. Gomme l'angle de ^ et fi' 
est égal à l'angle de contingence , que l'angle des plans 
tangents au cône suivant fi et fi' est égal à l'angle de tor- 
sion (32), et que l'angle que fait ^' avec le plan tangent au 
cône suivant ^ est égal à l'angle de la tangente en M^ 
avec le plan oseulateur en Jlf , la question est ramenée à 
montrer que l'angle que fait fi* avec le plan langent au 
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cône suivant ^i est égal» en tant qu'infiniment petit, à la 
moitié du produit de l'angle des génératrices fi et ^' par 
Tangle des plans tangents suivant ces génératrices. 

Soit o (fig. 28) le sommet du cône. Sur l'intersection 
des plans tangents suivant fA et ^' prenons o\ égal à l'unité, 
et par le point \ menons un plan perpendiculaire à cette 
intersection. Soient m et m* les points en lesquels ce plan 
coupe fji et iA*\ ml et m'i sont tangents en m et en m* à la 
courbe suivant laquelle le cône est coupé par le plan (24). 
De m' abaissons une perpendiculaire sur m{, et désignons 
en le pied par p ; m*p est perpendiculaire au plan tangent 
suivant la génératrice ^. Il suit de là que m*ùp est l'angle 
de fjL* avec le plan tangent suivant ^; et comme m*lp est 
l'angle des plans tangents suivants ^ et ^', tout est ramené 
à montrer qu'on a , eh négligeant une quantité infiniment 
petite par rapport à l'angle m*op : 

angle m^op = -^ angle mom* X angle mUp. 

L'angle de contingence et l'angle de torsion étant du 
même ordre infinitésimal, puisqu'ils sont tous deux du 
même ordre que l'arc MM\ les angles itiom' et m'ip, qui 
leur sont respectivement égaux , sont du même ordre ; et 
comme l'arc mm* est du même ordre que l'angle mom\ 
l'arc mm* et l'angle m'ip sont aussi du même ordre. Mais 
cet angle est celui que font les tangentes aux extrémités de 
l'arc mm' ; donc, en négligeant une quantité infiniment petite 

par rapport à m'p^ on a (39) : 

1 

iii'p = -^ arc mm* X angle m' Ip. 

Maintenant, m'p est perpendiculaire à op, et comme om 
diffère infiniment peu de l'unité , m'p difl%re du sinus de 
l'angle m*op, et par suite aussi de l'angle m'ap^ d'une quan- 
tité infiniment petite par rapport à lui même. D'un autre 

5 
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cdté, le» looguiBOtiB ofn, om' diflérani tefiniment pcfa de IM- 
nité, Parc ^m* diSère de Tangle mam' d'une quantité infi- 
niment petite par rapport à loi même. Si donc dans régafité 
précédente on remplace m'p et an tÊtm' par angU m^&p et 
angh num* , les deux membres oontinaeront à être égaot 
en tant qu'infiniment petits, car chacun d'eux ne sera altéré 
que d'une quantité infiniment petite par rapport à lui tnêtne. 
Ces substitutions donnent: 

angle m'ùp := -^angUmom* x angle m'ip, 

et la proposition se trouve démontrée. 

41. Vangle que fait Vinierteetion dei plane oeenhi$êurt en 
deux pointé M et M* d*une courbe infiniment voieim avec la tan- 
gente en Vun de eee poHUij eet égal à la m&Uié de Vangle de 
contingence, à une quaniité prêt infiniment petiie par rapport A 
lui mime 

Reprenons la figure du numéro précédent; il s'agit de 
faire voir que Fangle lom est, en tant qu'infiniment petit» 
égal à la moitié de l'angle mom'. 

Puisque l'arc mm' et l'angle des tangentes en ses <ex-> 
trémités sont, ainsi qu^on l'a vu aci nimiéfo précédent, da 
même drdre infinitésimal , Un et Im^ sont des infiniment 
petits égaux (39); et comme Im + Im' et are mm' sont aussi 
des infiniment petits égaux, on a : 

lim -2 = 1. 

^y arc mm* 

D'un autre côté, o2, om et om* ayant tous pour limite 

l'unité, on a: 

angle lom , ,. angkmom' . 

hm — ^r = 1, Itm ; — = 1. 

tm ' a/remm' 

Im 

On n'altérera donc pas la limite du rapport 


^ arc mm' 


r 
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si l'on remplace Itn «et arc mm* respectivement par ahyle lom 
et angle mom' ; on obtient par là : 

angle lom . 

Itm-T = 1, 

-K- angle mom' 
2 

et la proposition est; tlémontrée. 

42. Lemme, Concevons qu'on ait projeté une courbe gauche 
sur le plan osculateur en l'un de ses points, que nous désigae- 
rons par M. Soit M' un point de la courbe infiniment voisin 
de Mj et m' sa projection sur le plan osculateur ea M. 
V angle des tangentes en M et en M* à la courbe donnée^ et 
celui des tangentes en M et en m' à sa projection, sont des infini- 
ment petits égaux. 

Cette proposition, qui nous sera fréquemment utile, 
s^établit facilement comme suit. 

Par un point quelconque de Pespace (fîg. 29), menons 
les droites OT, OT' et Ot' respectivement parallèles aux 
tangentes en JH, M' et m\ II faut montrer que les angles 
TOT\ TOt' sont des infiniment petits égaux. 

Le plan TOt' est parallèle au plan osculateur en if, et 
comme le plan TOT est déterminé par des parallèles aux 
tangentes en M et en M', il est, à la limite parallèle à ce 
même plan osculateur (31), de sorte que l'angle des plans 
TOT', TOt' est infiniment petit. Déplus, la tangente en m' 
à la projection de la courbe donnée étant la projection de 
la tangente en M' à celle-ci, la droite Ot* est la projection 
de la droite OT sur le plan TOt\ 

Maintenant, d'un point quelconque a pris sur "OT, abais- 
sons des perpendiculaires sur le plan TOr et sur la droite 
OT; désignons en les pieds par b et c, et joignons bc. 
L'angle c du triangle abc n'étant autre que l'ange des plans 
TOr, TOi\ il résulte de ce qui précède qu'il est infiniment 
petit, et, par suite, que le côté ab est infiniment petit psi/ 


— 68 - 

rapport aux côtés ae et 6e. Comme le point b est situé sur 
la droite W , on déduit immédiatement de là que l'angle 
TOl' est infiniment petit par rapport aux angles TOT', 
TOi\ Or dans tout angle trièdre, une face quelconque est 
plus grande que la différence des deux autres; on a donc: 

ror - TOi' < roi\ 

d'où il résulte que la différence des angles TOT, TOc est 
infiniment petite par rapport à chacun d'eux, ou, en d'autres 
termes, que ces angles sont des infiniment petits égaux, ce 
qu'on voulait démontrer. 

On avait, il est vrai, fait voir au numéro 40 que l'angle 
T'Oi' est du second ordre, l'angle TOT étant considéré 
comme du premier. Si nous n'avons pas utilisé cette pro- 
position , ce qui eût abrégé la démonstration , c'est que 
celle que nous venons d'établir n'est sujette à aucune ex 
ception, et qu'il était par conséquent préférable de ne pa 
s'appuyer sur une proposition qui peut cesser d'avoir lie 
en certains points isolés, comme c'est le cas de celle è 
numéro 40. 

43.. Nous nous proposons maintenant de rechercher Vi 
pression de la distance d'un point d'une courbe gauche 
plan^ osculateur en un point infiniment voisin, et celle 
la plus courte distance des tangentes en deux points î 
niment voisins. Soient M et M' (fig. 30) ces deux poî 
concevons qu'on ait mené les tangentes et les plans o 
lateurs en M et en M', et soient iV, N' les points où Vii 
section de ces plans est coupée par les tangentes. 
devons d'abord établir que les trois longueurs MN ^ 
M'N' sont, en tant qu'infiniment petites, égales chacui 
tiers de l'arc MM*. Cela fait, la recherche que nous ) 
en vue s'accomplira avec la plus grande facilité» 
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A cet effet nous montrerons: i*" que la somme 

MN + NN' + M'N* 
est, en tant qu'infiniment petite, égale à l'arc MM* ; 2"" que 
les termes dont elle se compose sont des infiniment petits 
égaux. Alors notre proposition se trouvera démontrée, car 
il résultera immédiatement de là que chacun de ces termes 
est, en tant quinfiniment petit, égal au tiers de Tare MM'. 

Au sujet de la seconde partie de la démonstration, nous 
pouvons dès à présent faire une remarque qui la simpli- 
fiera. Gomme M^N' est, par rapport au point M\ ce qu'est 
MN par rapport au point Jtf, si MN et NN' sont des infini- 
ment petits égaux, il en est de même de M'N' et NN'^ et 
par suite les longueurs JtfiV, NN' et M'N' sont trois infini- 
ment petits égaux. 11 suffira donc de faire voir que MN et 
et NN' sont des infiniment petits égaux. 

r Soit MT la tangente au point Jlf. Projetons la courbe 
sur le plan oscuiateur en M, et soit m' la projection de Jlf^ 
Menons la tangente en m' à la projection ; cette tangente passe 
par y, puisqu'elle est la projection de la tangente en M' à 
la courbe considérée. Soit q le point où elle rencontre Jlir. 

L'angle M'N'm' étant infiniment petit, M'N' et sa pro- 
jection m'N' sont des infiniment petits égaux. Il suit de là 
que les sommes 

MN + NN' + M'N' et MN + NN' + m'N' 
sont égales en tant qu'infiniment petites. D'un autre côté, 
des cordes MM' et Mm'^ l'une étant la projection de l'autre 
et leur angle étant infiniment petit, ces cordes, et par suite 
les arcs MM' et Mm'^ sont des infiniment petis égaux. Mais 
la somme 

MN + NN' + m'N' 
est, en tant qu'mfiniment petite, égale à l'arc Mm'^ puis- 
qu'elle est comprise entre 

Mq + m'q et are MM' ^ 
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qui sont des iafinànenl petits égaux. Par conséqueDt 

MN + NN' + M'N* et are MM' 
sont aussi des infiniment petits égaux. 

2"" Il reste à démontrer que MN et NN' sont des infini- 
ment petits égaux. Considérons à cet eiet la courbe tracée 
sur le plan oscillateur en M par une droite qui (^àaM> le 
long de la eourbe donnée en loi restant toujours tangente; 
d'après ce qu'on a vu dans la première partie du auméro 
36, cette courbe est tangente en tf à la droite JfT, et en 
N^ à la droite NN\ Dès lora^ en vertu de la remarque du 
numéro 39, il sera prouvé que MN et NN^ sont des infini- 
ment petits égaux, si Ton démontre que Tare MN* de cette 
courbe et l'angle des tangentes en ses extrémités, c'est-à- 
dire l'angle N^NT^ sont du même ordre infinitésimal. 

Considérons l'arc MM' comme du premier ordre. L'angle 
N'NT est du premier ordre, car il est, en tant qu'infiniment 
petit, égal à la moitié de l'angle des tangentes en M et 
M' (41). II suffit donc de montrer que l'arc MN' est du 
premier ordre. 

Cet arc étant, d'après la première partie du numéro 
36, situé entre la courbe Mm' et la tangente JfT, et l'ex- 
trémité N' se trouvant sur la droite m'q, sa longueur est 
comprise entre celles de l'arc Mm' et de Mq. Comme l'arc 
Mm' est du premier ordre, la question est ramenée à dé- 
montrer que Mq est du premier ordre. 

Le point q étant celui où se coupent les tangentes aux 
extrémités de l'arc Mm' , les longueurs Mq et m'q sont des 
infiniment petits égaux, et par suite du même ordre que 
Mm', c'est-à-dire da premier, si l'angle m'qT est du pre- 
mier ordre (39); or cet angle est du premier ordre, puis- 
qu'on vertu de la proposition du numéro précédeat il es 
égal, en tant qu'infiniment petit, à Tangle des tangentes ei 
iftf et M' à la courbe donnée. 
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U est ainsi démontré qu0 les. trois, lQQg^e^rs tHV,, NN^ 
et M'N* sont, en tant qu'infinio^e^t. petites, égaler chapune 
au tiers de l'arc MM\ 

C^ v^ulfcat est formulé dans» les. deviç' éQqnQé$i suivants. 

La partie de l« tanfftnu en un paini M <f niif eouràe gauehe, 
^ompnse enire te pûM et Vinteneetion depplmm oieula^eurs en M 
et en tm potnl infiniment voiein M\ ett^ en tanê qu'infiniment 
petite^ égaU0^u tienne éh Tore MM', 

La partie de Vinterseclion det plam oseutateurs en deux pointe 
M et M' d'une tourbe gauche infiniment voisine, comprise entre 
Us poihês oà eih est eoupée par les tangentes en M ei en W, est, 
en tant qu'infiniment petite^ égale au tiers de Vare MM\ 

44. Expression de la distance d^un point d'une courbe gauche 
au plan osculateur en un point infiniment, voisin. 

Reprenons la figure du numéro précédent; il s'agit de 
trouver l'expression de la longueur M* m' ; on a : 

Jtf'm' :;= Jtf'iV'milf'iV'm'. 

Le $e^Q(d meiobre i>e sera altéré que d'une quantité 
iQSnimenti petite par rapport à lui même si Von en rem* 
plac^ les {acteurs par des qua^atités qui leur soient respec*- 
tlvemeat égales en tant qq^'infinimeat petites. Remplaçant 

M'N' par -|- Js (43), et sinàtN'm' par angleM'N'm\ puis par 
o 

'2'^n (40), il vient: 

Ainsi, la distance d'un, point d'une courbe au plan osculateur 
en Mn point infiniment vfiisin f M ^^% ^ ^^vnt qu'infiniment petite, 
à la sixième partie du produit de Varc qui joint les deux points, 
par Vangle de contingence^ par Vangle de torsion. 
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45. Expr$uUm ée U plm$ eomrU êiêUnee ée$ tangenta en deux 
pohUs ifime courbe gauche infiniment tfoieint. 

•BeprenoDS encore la figure do naméro 43, et par le 
point N' menons N'V parallèle à MT. MT est parallèle au 
plan M'N' F, et, par suite, ia plus courte distance des tan- 
gentes en M et en M* est égale à la distance d^un point 
quelconque de MT à ce plan. Si donc on désigne par t le 
pied de la perpendiculaire abaissée de g sur le plan M'N'fj 
qt est égal à cette plus courte distance. 

Soit I le point de la tangente en M* dont q est la pro- 
jection; Tangle en $ du triangle, qti étant droit, on a: 

qs =r qt cas $qt. 

L'angle en q du triangle N'ql est droit aussi ; par suite, 
on a: 

qt z=z N'q tang qNU^ 
d'où 

qt =^ N*qtangqWieos$qL 

L'angle tqt est infiniment petit. En efiet, il n'est autre 
que celui des normales au plan osculateur en M et au plan 
M' N'Y, ce qui fait qu'il est égal à l'angle de ces plans; or 
le plan M'N^V est parallèle à celui mené par la tangente 
en Jf parallèlement à celle en M' , et ce dernier se con- 
fondant à la limite avec le plan osculateur en M, fait avec 
lui un angle infiniment petit. 

II suit de là que le facteur eoaqt a pour limite l'unité. 

Les angles qNU et M*N*m* sont égaux comme opposés 
au soi^met. Gomme d'ailleurs la tangente d'un angle infi- 
niment petit et l'angle lui même sont des infiniment petits 
égaux, le facteur tangqNU est égal, en tant qu'infiniment 

petit, à -j. if] (40). 
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N*q est égal à m'q — m^N* ; or m^q et m^N* sont égaux, 
en tant qu'infiniment petits, le premier à -k-^', et le se- 
cond à -^ Ji (43) ; donc N^q est , toujours en tant qn'in- 
finiment petit, égal à i-= 5- Mt, c'est-à-dire à -^^t. 

Remplaçant N*q , tang qN*i et cos sql respectivement par 

« 

1 1 

-^ Js, -^eti et 1, ce qui n'altère le second membre que 

d'une quantité d'un ordre supérieur à celui de qt^ il vient: 

1 
qt = -^iri^i. 

Ainsi , la fhu courte distance des tangentes en deux points 
d^une courbe infiniment voinns est égale , en tant qu' infiniment 
petite, à la douzième partie du produit de Vare qui joint les deux 
points, par Vangle de contit^gence, par Vangle de torsion* 

46. Parmi les diverses grandeurs qui sont introduites 
par la considération des tangentes et des plans osculateurs 
aux extrémités d'un arc infiniment petit, les deux dont nou^ 
venons de donner les expressions sont les plus importantes 
à connaître. Les valeurs de celles que nous n'avons pas 
encore considérées se déduisent facilement , à l'aide de la 
figure du numéro 43, des résultats obtenus jusqu'ici. Nous 
allons en formuler quelques unes , laissant au lecteur le 
soin de faire les vérifications. 

Vangle que fait la tangente en M avec la corde MM' est èg<U 
à la moitié de Vangle de contingence. 

La distance de M' à la tangente en M est égtUe à la moitié du 
produit de Varc par Vangle de contingence. 

La dtflaiicé de M au pied de la commune perpendiculaire aux 
tangentes en M et en Jf' est égale à la moitié de Varc, 
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V angle que fnU /a tarât MM* apec U ploft ottulattur en M ttl 
égal au sixiètnt du produii de fanglt de tanlingtnct par VangU de 
iortion. 

lifL distance de M à rinteneclion dei plans ottulakuri tn M ti 
tn M' est égale au sixième du produit de Varc par Vangle de contin- 
gtmte. 

Vangle que fait avec le plan ostulateur en Mie plan mené par 
la tangente en M parallèlement à celle en Jf ' est égal à la moitié de 
Vanglt de torsion. On s'en assurera en se fondant sur ee qu» 
ce plan est parallèle au plan M* S* Y. 

Vanglt que fait la commune perpendiculaire aux tangentes en M 
et en M* avec la normale du plan osculaleur en M est égal à la 
m<»tii de Vanglt de torsion, U est» en ^et, rigoureusement égal 
au précédent* 

VangU que fait avec le plan oscul€Ueur en M le plem mené par 
la tangente en M et par le poi^U M^ est égal au tiers de Vangle de 
torsion. 

4,7. La définition du cercle de courbure ei cellie du cerd^ 
Qscuiateur sont, pour les courbes gauches, les mêmes que 
pour les courbes plai^^s. Dans les eourbes planes ces deux 
œrcles sont identiques, et il résultera des propositions qui 
feront Tobjet de ce auiméro et des deux suivants qu'il en 
e$t de môme dansi les courbes gauches 

Le rayon de courbure i'une cottrbt gauche tn un ptint M esi le 
même que It rayon de courbure en M de la projection de la cBurbe 
sur le plan osculateur en ce point. 

Soit M' un second point de la courbe donnée infiniment 
voisin de M, et m* sa projection sur le plan osculateur en 
M, Js et e désignant Tare MM' et l'angle des tangentes en 
M et en M' à la courbe donnée , représentons par Je* et 
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£' l'arc Mm' Qt Tangla de3 taagiantes en M et ea m' à la 
projectioa. Comipie les rayons de courbure en JH à la courbe 
cooaîdérée et à la projection sont respectivement égaux à 

Itm — , hm — T— , 

imi revient à faire voir qu'on a : 

WW — =: Itm ; — . 

€ € 

Or cette égalité résulte immédiatement de ce que £ et 
£' sont des in6niment petits égaux (42), et de ce que Js et 
J$' sont aussi des infiniment petits égaux. 

La proposition est ainsi démontrée. 

48. La limite du cercle tangent à une courbe en un point M 
et passant par un point M* infiniment voisin, est, comme dans 
les courbes planes, identique au cercle de courbure. 

Soit MT la tangente en M et P le pied de la perpendi- 
culaire abaissée de M' sur MT; désignant par R le rayon 
du cercle qui est tangent en Jlf à MT et qui passe par V, 
on trouve par des triangles semblables: 

2 

corde MM' 
4 a ^ - 


M'F 

On n'altère pas la Mmite du second m^embre si l'on y 

1 

remplace corde MM' par Js , et Jtf 'P par -y eJs ; on obtient 

ainsi : 

€ 

ce qui démontre la proposition. 

49. Le cercle osculaleur d^une courbe gauche en un point M 
est h même que le cercle osculateur en M de la projection de la 
courbe sur le plan osculateur en ce point. 

Soient M', M*' deux points de la courbe considérée in- 
finiment voisins de Jtf , et soient m', m'* leurs projections 
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sur le plaD osculateur en M, II saffit de démontrer que les 
deux cercles déterminés, le premier par les points If, M\ 
M" 9 et le second par les points Jf , m\ m"j ont la même 
limite. 

La démonstration sera fondée sur an théorème connu 
de géométrie élémentaire, savoir que le rayon du cercle 
circonscrit à un triangle est égal au quotient qu'on obtient 
en divisant le produit de ses trois cétés par le quadruple 
de sa surface. 

Désignons par a, 6, c les trois côtés du triangle MM^M^\ 
par s sa surface, et par R le rayon du cercle qui lui est 
circonscrit. Désignons par a', 6', c', «', R' les grandeurs 
correspondantes dans le triangle Mm*m^\ On a , en vertu 
du théorème qu'on vient de rappeler: 


et Ton tire de ces égalités: 

R _ abc$' 
R' "" a'6V<' 

Chaque côté du triangle Mm* m'* étant la projection de 
on correspondant dans le triangle MM*M*'^ et faisant d'ail- 
leu^ avec lui un angle infiniment petit, on a : 

lim — 7- = lim -r-r- = lim —7- = 1 . 
a' b' t* 

D'un autre côté, le plan UWW* tendant à se confondre 

avec le plan osculateur, le rapport — , qui est égal au 

cosinus de l'angle de ces plans, tend vers l'unité. Il résulte 
de là et des dernières égalités qu'on a : 

,. ohu' . 
a*b*tt ' 
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et, par conséquent, 

ce qui démontre la proposition 

50. Nous placerons ici une recherche du résultat de la- 
quelle nous aurons besoin plus tard. Considérons une courbe 
fiauche et sa projection sur le plan osculateur en Fun de 
ses points, que nous désignerons par M, Soit Jf ' un point 
de la courbe infiniment voisin de j9f , et m' sa projection. 
Nous nous proposons de chercher l'expression de la diffé- 
rence entre las rayons des cercles osculateurs en M' à la 
courbe donnée et en m' à sa projection. 

Soient ç et ^ + Jç les rayons des cercles osculateurs 
à la courbe donnée en M et en M\ Le rayon du cercle 
osculateur de la projection au point M est q (49), et nous 
appellerons q + (o celui au point m\ Il s'agit de trouver 
l'expression de la différence entre (> + w et (> + Jg^ ou, 
ce qui est la même chose, celle de la différence ta — Jq. 
A cet effet, nous chercherons d'abord l'expression du rapport 

7^ j j en supposant le point M' fixe. 

Soient M'\ M*** deux points de la courbe donnée infi- 
niment voisins de M* , et soient m'\ m'*' leurs projections 
sur le plan osculateur en Jlf ; (> + ^(> est la limite du rayon 
du cercle circonscrit au triangle j|f'Jlf"j|f'" , et (> + c» est 
celle du rayon du cercle circonscrit au triangle m*m''m*". 

Appelons a, 6, c les côtés du triangle M'M'*W\ et s 
sa surface; appelons de même a* ^ h\ e\ t' les quantités 
correspondantes du triangle f»'m"m'". En vertu du théo- 
rème de géométrie rappelé au numéro précédent, les rayons 
des cercles circonscrits aux triangles M'M*'M'*\ m*m"m"' 
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sont respectivement égaux à -g — et à . , , 11 résulte 
de là qu'on a: 

p + J^ abcê' 

Les limites des rapports — , -^-^ — sont toutes trois 

égales au cosinus de l'angle que font entre elles les tan- 
gentes en- JT et en m' à la courbe donnée et à la projec- 
tion, c'est-à-dire au cosinus de l'angle que fait la tangente 
en M' avec le plan osculateur en M, Désignons cet angle 

par t*. Le rapport*— 7- étant égal à la réciproque du qosî- 

nus de l'angle des plans des deux triangles, sa limita est 
la réciproque du cosinus de l'angle des plans osculateurs 
en M et en M\ c'est-à-dire de Tangle 17. On a donc: 

() + w _^ go*^< 
ç -{' Jç eosfj ' 

Nous cessons maintenant de considérer le point Jf' comme 
fixe, et nous le supposons de nouveau infiniment voisin de 

M» Soit « la diflérence entre et l'unité : on a : 

. ^ = 1 + a, 

d'où, 

ou, en négligeant dans l'expression de la différence œ — Jg 
une quantité d'ordre supérieur au sien: 

Tout est donc ramené à trouver l'expression de a ; on a : 

eos^i . coà^i — coirj 
a =r •' ' — 1 = • 

COSîJ COSfJ 


— 79 — 

En remplaçant dans ^^ ^ lé dénorainateiir par 

*^ eosf] ^ 

sa Iknile, on n'altère cette fraction que d'une quantité in- 
finiment petite par raf>port à elle même. Cette Ifeolte 
étant r-unité, «o peut donc prendre ponr valeur de n lia 
différence em^i ^ €o$fj. On a: 

cùê^i — eoifj 2= 1 — eo«f; — (1 — cos^i) 

= 1 — cofiy — (1 + cosi + eosU) (1 - c#lr<) 

= 2 nn2 -1 ^ — 2 (1 + m» + co»2t) m^-i-i. 

L'angle î étant du second ordre (40) et l'angle ?; du 
premier, le second membre de cette dernière différence 
est infiniment petit par rapport au premier. On ne doit 
donc conserver que celui-ci. Si l'on y remplace le sinus 

par l'arc, il vient -k- 17^. On a donc, en négligeant une quan- 
tité infiniment petite par rapport à a : 

1 , 

et par suite : 

J^ 
2 

Corollaire, Jç est en général du même ordre que l'arc 
MJU', Car il représente la variation que subit le rayon de 
courbure de la courbe donnée quand on passe de ilf à Jlf', 
et la rongueut* de ce rayon est une fonction de celle de la 
courbé, comptée à partir de l'un quelconque de ses points. 
On déduit de là, et de l'égalité à laquelle nous venons 
d'arriver, que Jq et œ sont des infiniment petits égaux. 

C'est en considérant ^ + Jq et q + o) comme rayons 
des cercles osculateurs en M' et en m' que nous avons 

obtenu la valeur du rapport —. — ^. On aurait pu l'obtenir 


W — J() = -y ()l/2. 
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aussi en les considérant comme rayons de courbure. Voici 
quel eAt été alors le raisonnement. 

Supposons le point M'- 6ie; soit M" un point de la 
courbe considérée inâniment voisin de Jf', et m** sa pro- 
jection sur le pian osculateur en Jf . Désignons par B l'angle 
des tangentes en M' et en M" a la courbe considérée ^ et 
par E* celui des tangentes en «i' et en m" à la projection. 
On a : 


,. arcM'M*' , ,. arem'm 

p + /i^ =z Itm = , ç + ta = Itm 


ê t 


d'où, 

g + fr» , .^ arem'm'' E 

Q + Jq arc M' m** E' 

La limite du rapport des arcs m*m'* et M'M'' est égale 
à celle du rapport de leurs cordes. Or cette dernière limite 
est égale au cosinus de l'angle que fait la tangente en M' 
avec le plan osculateur en Af , c'est-à-dire au cosinus de 
l'angle que nous avons appelé t. On a donc 


arem*m** 


are M M" 

E 

Pour trouver la limite du rapport -^, par un point 

quelconque de l'espace (Bg. 31) menons OT, OT respec- 
tivement parallèles aux tangentes en M* et en M" à la 
courbe considérée, et Ot^ OV respectivement parallèles aux 
tangentes en m* et en m" à la projection. Les angles TOT\ 
tOl* sont égaux, le premier à £, et le second à E\ Déplus, 
le pian tOt' étant parallèle au plan osculateur en iftf, et le 
plan TOT tendant à devenir parallèle à celui en M', la 
limite de l'angle de ces plans est égale à ^« Remarquons 
encore que Ot et Oi' sont les projections sur le plan tOv 
de or et de OT^ et que l'angle TOi n'est autre que 
l'angle t\ 


Prenons sar M 9% 0i â«& iMigoeurs OCy Oc égales- à 
Tunlté^ pais par les points C et c, et dans les pbns TOT\ 
tOi\ élevons sur OT el Ôi des perpendictilaire6;>ell€rs ren- 
contreront or et Ot' ent éeP pûkktA' qurnoUs apfiellerbns 
C' et e\ et les longueurs CC\ ce" sont les tangentes des 
angles TOT', lOi' Or un angle iiMniment petit et sa tan* 
gente étant des infiniment pedltsi égMtH, on a^: 

CC' 
«t font est ramené à trouver la valeur de^ Ité^-^tt • 

Soit à cet* effet OK yintersecMMi des" phm TOT\ iOt\ 
Par un point quelconque À pris'^r OK, mettons un plan 
perpendiculaire à cette droite; soient B, B les poitlfô en 
lesquels il coupe OT, OT, ei h, d ceux en lesquels il coupe 
Oi, Ov. Par B et 6, et dans les plans TOT, tOt\ élevons 
<fes perpendfcaiaires à OT, Ot, et soient B\ h* les points 
eil Itsqtiels eUe» rencontrent OT, Oi'\ on a: 

CO OC 1 ££l ^ — JL 

fF" "" OÈ ^ W' hV "^ Oa ~" 06 ' 

d'où, en divîsatlt ces égalités membre à membre, 

ce* bb' Ob 


ce BB-OB=''''^^' = ''''^ 


d'où, 


ce BB' 

ce* bb* 


et, par conséquent, 


E BB' 

lim -=-r = eoi % lim 


El " bb' 

Maintenant, le triangle BB'D donne 

BB' _ sinD 
~BD " sinW ' 
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d'où, puisque l'angle B* est droit à la limite: 

BB* 
lim -=r^ = lim tin D s= Hm eos B =. lim eoi TOK. 

BD 

De même, le triangle bb'd donne 

lim -rj- == lim eoi tOK. 
va 

De ces deux égalités on tire 

.. BB' ,. BD ,. eos TOK 

hm -rrr = Itm -T-r hm 


hh' "■ hd eos îOK ' 

2J,etdecoâr(»-.^ 


Or, à cause de eos TOK = y.» , et de eos lOK = t^t- , on a 


eos TOK Ob „, 

et, par conséquent, 

hm -=- ^ eos* t hm -rr • 
E' bd 

Des longueurs BD^ bd, la seconde étant la projection de 

la première, le rapport -rj est la réciproque du cosinus de 

Tangle qu'elles font entre elles ; or comme elles sont situées 
dans les plans TOT\ toi' perpendiculairement à leur inter- 
section , cet angle n'est autre que celui de ces plans. Ce 

BD 

dernier ayant pour limite ?;, Je rapport — a pour limite 

. On a donc 

eos 7} 

,. E cos^i 

hm -=7 = , 

E' eos fj ' 

et, par conséquent, 

p + £0 eos^i 

^ + Jq eos fj 


51. Dans les eourbes gatmhes, la différence enlre un arc in- 
finimem pelit et sa corde est, comme dans les eourbes planes. 
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égale à la vingt-^ualrié me partie du produit de Care par le carré 

de Vangle de eontingencey à une quantité près infiniment petite par 

rapport à elle-même. 

Désignons par c la corde de ]'arc considéré; il s'agit 

de montrer que 

1 
Js^e et ôï^^^' 

sont des infiniment petits éf^aux. 

Soient M, if', les extrémités de Tare, et m' la projec- 
tion de M' sur le plan osculateur au point M, Désignant 
par Js* l'arc Mm\ par c' sa corde et par t* Fangle des 
tangentes en ses extrémités, nous savons que 

. Js' - c' et oV«''^*' 

sont des infiniment petits égaux. Nous savons aussi que e 
et ê' d'un côté , Je et Js' de l'autre , sont égaux en tant 
qu'infiniment petits, et par conséquent que les quantités 

Ta ''"' '' Ta '"^'' 

sont encore des infiniment petits égaux. Dès lors, pour que 
notre proposition soit démontrée, il suffit de faire voir que 
les deux différences 

Js -- c et Ji' ~ c' 
sont égales en tant qu'infiniment petites. 

A cet effet nous allons montrer que la différence entre 
e et c', et celle entre Js et J8\ sont d'un ordre supérieur 
au troisième. Il résultera immédiatement de là que la dif- 
férence entre les quantités ^» — c et Je* — c' est d'un 
ordre supérieur au troisième, et comme Js' — c' est du 
troisième ordre, il sera prouvé que ces quantités sont des 
infiniment petits égaux. 

Le triangle MM'm' donne : 

c — C — c 1 1 - cos M*Mm'\ = 2 c «tV -i- M'Mm'. 
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ComiM e est do preoûer ocdce et TaDgle WMm* du se- 
cotkA f46^, oa conclut de cette égalité que la diflérence t-^t! 
est du cinquième ordre. 

Pour dénonlrar q«e la différence Jli — Jt^' est dfun 
ordre supérieur au troisième, concevons qu'une droite glisse 
sur la courbe donnée en restant toiijouis perpendiculaire 
au plan osculateur en Jf, et développons le cylindre qu'eUe 
engendre sur le plan tangent suivant la génératrice qui 
passe par ce même point. Soient MT (fig. 3?) la tangente 
à la courbe considérée au point JH , et iV, n les positions 
que viennent occuper les points M* , m' par l'eflet du dé- 
veloppement. L'arc MU* se transforme en un arc MN qui 
lui est égal en longueur et qm est tangent à ilf r au point 
M\ le point n est situé sur ilf F, et l'arc Mm* est égal à 
Mn. Tout revient donc à faine voir que la différence 

arcMN — Mn 
est d'un ordre supérieur au troisième. 

Menons la tangente en i^ à l'arc tfiV, et soit q le point 
où elle rencontre MT. Nous allons montrer que 

Mq -h JVq ~ ilf n 

est d'un ordre supérieur au troisième. Comme l'arc MN 
est plan, ilf^ + Nq est plus grand que lui, et par suite il 
résultera de là que la différence arcMN — ilipi est, a for- 
tiori, d'un ordre supérieur au troisième. 

On a: 

3Êq + Nq -- Mn ^ Nq — qn, 
-et si de q comme centre avec qN pour rayon on décrit un 
cercle, et qu'on désigne par B le point où il coupe Ml\ 
on a: 

Nq — qn =s nD; 

tout revient donc à montrer que nD est d'un ordre supé- 
rieur au troisième. 


Tirons ND. L'angle NnD étant droit, l'angle nND est 
égal à la moitié de l'angle NqD; donc il est infiniment 
petit, car l'angle NqD étant celui des tangentes aux deux 
extrémités de l'arc MN, est infiniment petit. 11 suit de îà 
que nD est infiniment petit par rapport à Nn; mais Nn 
étant égal à la ^distance de M* au plan osculateur en M. 
est du troisième ordre; donc n'D est d'un ordre supérieur 
au troisième. 

La proposition est ainsi démontrée. 

Pour valeur de z/j — c on peut| au lieu de -^e^JSy ,pFen- 

dre ^£-2 9 o désignant le rayon de première courbure ; ces 

deux expressioBfs «ont, en teflet, égalas en tant qu'infini- 
ment petites , puisqu'on obtient la seconde en mettant 

la première sous la forme -^ — —y, et remplaçant -^ 
par sa limite — . 

52. Dans les courbes planes nous avons considéré la 
limite du point de rencontre des normales en deux points 
infiniment voisins, et nous avons vu qu'elle coïncide avec 
le centre de courbure. Pour continuer l'étude des proprié- 
tés des courbes gauches, nous devons maintenant consi- 
dérer la limite de l'intersection des plans normaux en deux 
points infiniment voisins. Cette limite a reçu le nom de 
pfdttire. La proposition suivante, que nous allons démontrer, 
comprend comme cas particulier celle que nous venons de 
rappeler* 

La polaire reiatite à un point donné d'une courbe gauche se 
confond avec la perpendiculaire élevée iur le plan osculaleur en 
Ci point par le centre du cercle osculateur. 
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Soit M I fig. 33) le point donné, et M* un point de la courbe 
infiniment voisin. Menons par M un plan perpendiculaire à 
rintersection des plans normaux en M et en M' , et dési- 
gnons le par À. £tant perpendiculaire aux deux plans nor- 
maux et passant par 41, le plan À contient la tangente au 
point M et la parallèle menée par H à la tangente en M'\ 
il se confond donc à la limite avec le plan osculateur en Af. 
Puis donc que rintersection des plans normaux est per- 
pendiculaire au plan A, il est déjà prouvé que la polaire 
est perpendiculaire au plan osculateur. Si donc on désigne 
par le point en lequel le plan À coupe rintersection des 
plans normaux, il reste seulement, pour que la proposition 
soit entièrement démontrée, à faire voir que la limite de 
la longueur JIfO est égale au rayon du cercle osculateur 

en M, c'est-à-dire à Hm — . 

€ 

Soit m' la projection de M' sur le plan À, Tirons m^O 
et m'if. Le triangle OJHm' donne: 

^ Mm* sin Mm* 
ni) =r : — Tv . 

La droite M* m* étant perpendiculaire au plan A^ elle 
est contenue dans le plan normal en M*. Par consé- 
quent, m* est un point de rintersection de ce plan et du 
plan il, d'où il résulte que cette intersection n'est autre 
que la droite m'O. L'angle en du triangle OMm* est donc 
l'angle des deux plans normaux. Mais ces plans étant per- 
pendiculaires aux tangentes en M et en M* , l'angle qu'ils 
font entre eux est égal à £. On a donc angle =z e, et, 
par suite: 

-,^ Mm* iinMm*0 

êine 
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Nous allons maintenant faire voir que Tangie Mm'O est 

droit à la limite , et que Mm' et Js sont des infiniment 

petits égaux. La proposition se trouvera alors démontrée, 

car il résultera de là qu'on peut, sans altérer la limite de 

Mm' iinMm'O , ., , >».#//% u 
: , remplacer Mm* par ^« et stnMm'O parru- 

nité, et par conséquent, puisqu'on peut remplacer sine par 
^, qu'on a : 

Um MO =1 lim — . 

s 

Le plan À se confondant à la limite avec le plan oscu- 
iateur en M, Tangle que fait avec lui la corde MM', c'est- 
à-dire l'angle M'Mm\ est infiniment petit. Gomme d'ailleurs 
l'angle M' m' M est droit, les longueurs MM' et Mm' sont 
des infiniment petits égaux, et par suite Mm' et l'arc MM' 
ou Ji sont aussi des infiniment petits égaux* 

11 reste seulement à faire voir que l'angle Mm'O est 
droit à la limite; or cela est évident, puisque dans le 
4;riangle OMm' l'angle en est infiniment petit, et que la 
direction Mm' tendant, comme nous venons de le voir, à 
«e confondre avec celle de la corde MM' et par suite avec 
'Celle de la tangente en M, l'angle OMm' est droit à la 
limite. 

La proposition est ainsi démontrée 

Concevons que tandis qu'un mobile se transporte le long 
de la courbe considérée, une droite se meuve de manière 
à coïncider toujours avec la polaire au point de la courbe 
où le mobile se trouve au même instant. La surface en- 
gendrée par cette droite a reçu le nom de surface polaire. 
Elle est le lieu des polaires de la courbe donnée. La con- 
sidération de cette surface est fondamentale dans la théo- 
rie des développées des courbes gauches. 
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5t. Soient il» If', M*' trora points infinimeiH voisins pris 
«or «M courbe gaoolie. Âppefoi» H et H* les plans menés 
p erpe n dîeHlaîreinept au« cordes MM\ M'M'* par leurs ntS*- 
iieiuc. 11 est aisé de reconnattre que la limite de leur inter- 
s)99tlon n'est autre chose que la polaire relative au pofnt 
Jf. D'abord le plan MM* M*' est perpendiculaire à chacun 
dea plans H et H' , et par conséquent aussi à leur inter- 
section, par où l'on voit déjà que la limite de cette inter- 
section est perpendiculaire à la limite du plan MM*M*\ 
c'est-à-dire au plan osculateur en M, Ensuite le point où 
llntersection perce le plan MM* M*' est le centre d« cercle 
qui passe par les points H, M\ M*' ^ et comme ce cercle 
se confond à ia limite avec le cercle osculateur au point 
Af, la proposition se trouve entièrement démontrée. 

64. Concevons qu'on inscrive un polygone dans une 
courbe gauche, et que par le milieu de chaque oôté on mène 
an plan auquel ce côté soit perpendiculaire. Soient H, M\ 
M" i etc , les sommets consécutifs du polygone; |f, U\ 
B'* , etc , les plans mepés par les côtés MM* , M*M*\r 
M**M***^ etc.; Kt K* ^ K'\ etc., les interseotiop^ des plap^ 
H et B'y H* et H", JET" et fl'", etc. Chacune de^ droites 

de la série If, f[* , K**, est coupée par celle qui 

la suit, car deux droites consécutives quelconques de 
cette série sont situées dans un môme plan. Soient L, L\ 
L**, etc., (fig. 34) les intersections des droites K et K% K* 
et K*' , K*' et K***, etc. La longueur LL* fait partie de la 
droite JT', la longueur L*L** fait partie de la droite If^', et 
ainsi de suite. 

Considérons maintenant les espaces plans compris dans 
l'angle des droites IT et K* , dans celui des droites K* et 
K*\ dans celui des droites K** et K***^ etc. Ces espaces- 
plans forment par leur réunion une surface polyédrale dont 
les arêtes sont les droites K, If', iTl', etc. Si Ton suppose 
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qae les côtés du polygone inscrit dans la courbe donnée 
tendent tous vers zéro en même temps que leur nombre 
augmente indéfiniment, comme, d'après le numéro précé- 
dent, chacune des arêtes tendra alors à se confondre avec 
i'une des polaires de la courbe, la surface polyédrafe tendra 
à se confondre avec la surface polaire. 

Les parties des lignes K, K' ^ K** ^ etc. qui relient les 
points L, L\ L'\ etc. constituent une ligne polygonale dont 
ces points sont les sommets. Elle mérite d'être remarquée. 
Si l'on se représente la surface polyédrale, on verra qu'elle 
est formée de deux nappes symétriques qui se r^ficontrent 
suivant cette. ligne, et que celle-ci constitue comme une 
arête polygonale à partir de laquelle la surfiace ofire un 
rebroussement. €omme la surface polyédrale tend à se 
confondre avec la surface polaire, il résulte de là que 
celle-ci a aussi une arête de rebroussement à partir de 
laquelle commencent deux nappes symétriques. 

Nous retrouverons plus loin ce même résultat par une 
voie différente. 

55. Par quatre points qui ne sont pas dans un même 
plan , et parmi lesquels il ne s'en trouve pas trois situés 
sur une même droite, on peut toujours faire passer une 
sphère, et l'on n'en peut faire passer qu'une. Le centre de 
cette sphère est le point d'intersection des trois plans menés 
perpendiculairement aux droites qui joignent le premier 
des quatre points au second, le second au -troisième et ie 
troisième au quatrième, à égale distance de leurs extrémi- 
tés. Il suit de là et de la manière dont les points C, £', 
L'\ etc. ont été obtenus au numéro préeédent, que chacun 
d'eux est ie centre de la sphère qui pasee par quatre con- 
sécutifs des sommets du polygone insent dans la courbe 
donnée. Le point L, en particulier, est le centre de la 
sphère déterminée par les sommets Jlf, M'y M*% M*'\ 
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Si i'oa suppose le poÎQl M fixe et les trois autres s^en 
rapprochant indélîoiineQt, cette sphère teud vers une cer- 
taine limite qu'on appelle la iphère oseukUriee au point M. 
On déduit aisément de ce qui précède que le centre de 
cette sphère limite est le point commun à la polaire rela- 
tive au point ill et à Taréte de rebroussenient de la ^rface 
polaire. D'abord il est situé sur l'arête de rebroussement 
de la surface polaire, puisque, comme on Va vu au numéro 

précédent, le polygone LL'L" tend à se confondre 

avec cette arête. En second lieu, la sphère déterminée 
par les points if , M\ M" ^ M'" contenant le cercle qui 
passe par les points M, M', M", la sphère osculatricé con- 
tient la liuiite de ce cercle, c'est-à-dire le cercle oscula- 
teur au point M, et , par conséquent , son centre est situé 
sur la perpendiculaire élevée par le centre du cercle os- 
culaleur en M au plan de ce cercle, c'est-à-dire sur la 
polaire relative au point 3/. 

Il résulte de ce qu'on vient de lire que l'arête de re- 
brouêtemeni de la surface polaire est le lieu des centres des sphères 
osculairices de la courbe considérée. 

56. La limite de la sphère déterminée par le cercle osculaleur 
en M et par un point de la courbe infiniment voisin est identique 
avec la sphère osculatricé au point M. En eflet, la limite de la 
sphère déterminée par les points M, M\ W", M'" étant 
indépendante de la loi suivant laquelle M' , M** et M'^' 
tendent vers Af, on peut, à chaque instant du mouvement, 
supposer les distances MM' ^ MM" assez petites par rap- 
port à MM'" pour que cette sphère soit altérée aussi peu 
qu'on voudra, si, sans déplacer le point Af'", on remplace 
le cercle MM M" par sa limite, c'est-à-dire par le cercle 
osculateur au point ill. De là résulte la proposition. 


— 91 ^ 

57. ConcevoDS qu'on mène le plan normal à la courbe 
donnéQen chacun des sommets du polygone inscrit iHAf'JW"... 
envisagé ci-dessus. Des droites qu'on obtient en considé- 
rant Tinlersection de chacun de ces plans par celui qui 
vient immédiatement après, deux consécutives sont tou- 
jours contenues dans un même plan, et,- par conséquent, 
leur ensemble constitue une certaine surface polyédrale 
dont elles sont les arêtes. Cette surface a, comme celle 
considérée plus hnnt, une arête de rebroussement poly- 
gonale dont les sommets sont les points de rencontre des 
arêtes consécutives. 

Supposons que les côtés du polygone 3filf' iW" 

tendent tous vers zéro, en même temps que leur nombre 
croît indéfiniment. Alors, en vertu de la définition de la 
polaire, chacune des arêtes de la surface polyédrale tendra 
à se confondre avec une polaire, et, par conséquent, cette 
surface tendra à se confondre avec la surface polaire. Son 
arête de rebroussement tendra donc à se confondre avec 
celle de la surface polaire Or chacun des sommets de 
cette arête est le point de rencontre des plans menés par 
trois sommets consécutifs du polygone inscrit dans la courbe 
donnée. Il résulta de là, et de ce que Tarête de rebrous- 
sement de la surface polaire est le lieu des centres des 
sphères osculatrices (.*>5) , que le centre de la sphère oscula- 
trice en un point M d'une courbe est la limite du point de r«n- 
contre des plans normaux en M et en deux points infiniment voisins 
de M. 

58. La sphère osculatrice étant la limite d'une surface qui 
passe par quatre points de la courbe infiniment voisins, 
on peut s'attendre à ce qu'elle ait avec la courbe un con- 
tact plus intime que le plan oscuialeur , qui est la limite 
d'une surface déterminée par trois points seulement de la 
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courbe. C'est ce qui a lieu en efllet, et nous allons montrer 
que la dUtance de la cimrbe à la sphère oteulatrice etî ifim 
ordre supérieur au troisième. 

Soit M' ((ig. 35) un point de la courbe donnée infini- 
ment voisin du point considère M; m' sa prqjection sitr 
le plan osculateur en Jf ; C le centre du cercle osculal^jor 
en Jf ; i le point où la droite Cm* coupe ce cercle. Les 
longueurs M'm' et /m' étant du troisième ordre (VO» 44 et 
49), il en est de même de la longueur Jf7, car elle est 
rhypothénuse du triangle rectangle M'm7, par conséquent 
plus grande que chacun des deux autres côtés, et d'ailleurs 
plus petite que leur somme. Nous allons montrer que la 
distance de M' à la sphère osculatrice en M est infiniment 
petite par rapport à M'I. 11 sera établi par là qu'elle est 
d'un ordre supérieur au troisième. 

Soit S le centre de la sphère osculatrice en if, et F le 
point où elle est percée par la droite SM*. La longueur 
M'P est la distance de M* à cette sphère. Nous allons faire 

voir que la limite du rapport -t^y ^^t zéro, ce qui dé- 

montrera la proposition. 

Le point i étant situé sur le cercle osculateur, et par 
suite aussi sur la sphère osculatrice, PI est une corde in- 
finiment petite de cette sphère , d'où il résulte que dans 
le triangle M^iP l'angle P tend à devenir droit. Dès lors, 

en vertu de l'égalité -zrpj = -r— p , il sera prouvé que le 

M'P 
rapport -j^tj tend vers zéro', si l'on lait voir que l'angle i 

est infroimeni petit 

La sphère osculatrice est la limite de celle qui est dé- 
terminée par le point Jlf' et par le cercle osculateur (S6), 


«t le- pofaH / apyrthiat à «e oarctou U Stti4 de là,, et. der ce 
que M'I est caQtenu dans le plan SCM\ qui se confond à 
la limite avec le pfan SCM^ que la direction de celle des 
tangentes à la sphère oscalatrice qui passe par M et qui 
est cmiHenue d^ns ce demrer pfan est la Kniite dier la di- 
rection IPll Hfàis cette tangente est aussi la Tfmite de la 
<K^ection de la corde Pt. Dès lors, ces deux directions ont 
i!i' même limite, et par sufte leur angle, c'est-a-dire Tangle 
Jf'iP, est inâniment petit. 

iua pmipesilMni est ainsi démontrée. 

59. l.xffr$$»ion du rayon de la sphère osculalriee. 

Soient' M Cfig. ?67 le point considéré de la courbe don- 
née , et C le centre du cerele oseniJAteur. La polaire au 
point M n^esi autre que l'a^Le de ce OBroh»; déai|^Deaa la 
par ex. Le plan MCX est le plan normal à la courbe au 
point Jlf, et le centre dé la sphère oscu^trice est situé sur 
€X. Soit MY la limite de la direction M^I considérée au 
numéro précédent, c^est-à-dire de celle qui j.oint un point 
M^ de la courbe infiniment voisin de M au point en lequel 
le plan déterminée par M* et par la droite CX coupe le 
cercle osculateur en M. Nous avons va que cette direction 
limite est située dans le plan normal en M, et qu'elle est 
tangente en ce point a 1^ sphère osculalriee. Si donc de 
M on élève dans le plan normal une perpendiculaire à 
JIfF, le point en lequel elle coupe CX est le centre de la 
sphère osculatrice. Désignons le par S; SM' est le rayon 
de cette sphère, et, par conséquent, la longueur dont noUvS 
nous proposons de chercher Texpression. 

Appelant ot le rayon de première courbure, c'est-à-dire 
la longueur CM, et R le rayon de la sphère osculatrice, le 
triangle SMC donne : 
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Il suffit donc pour connaître Jl de déterminer CS. On a : 

es = Çi tang SMC = (>, cotg CMY, 

ce qui fait que tout est ramené à déterminer la cotangente 
de l'angle CMYj c'est-à-dire de Tangle que fait la direc- 
tion MY avec le pian osculateur en M, Or cet angle est la 
limite de celui que fait avec ce même plan la direction 
M^I, et c'est en nous fondant là dessus que nous allons 
chercher Texpression de eoig CMY. 

Désignant toujours par m' (fig. 35) la projection de M* 
sur le plan osculateur en M, la cotangente de l'angle que 

fait avec ce plan la direction M'I est égale à --^ ^ . Faisant 

usage des notations convenues, on a (44), en négligeant 
un infiniment petit d'ordre supérieur au troisième, 

et, en désignant par é' l'angle des tangentes en M et en 
m' à la projection de la courbe sur le plan osculateur en 
If, et par lo la quantité dont varie le rayon de courbure 
de cette projection quand on passe du point M au point 
m', on a (20), au même degré d'approximation, 


m7 = 4- «'^w- 

D 


On tire de là: 


^^^ *Mé i = eotgCMY = lim -. 

Les quantités qui figurent au numérateur de cette valeur 
de cotg CMY ne se déduisent de la courbe considérée que 
par l'intermédiaire de sa projection sur le plan osculateur 
au point considéré; mais on peut les remplacer par d'au- 
tres qui dérivent directement de la courbe. Nous savons 
en efiet que s et t' sont des infiniment petits égaux (42;, 
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et que w est égal, en tant qu'infiniment petit, à la varia- 
tion que subit le rayon de première courbure de la courbe 
considérée quand on passe de if à JH' (50, corollaire). Dé- 
signant cette variation par Jçi, puis remplaçant t^ et la par 
ê et Jçij il vient: 

cotg CMY = lim^ = -i- «m ^^^, 
Or nous avons trouvé CS = q^ coig CMY, donc : 

V 
Multipliant et divisant — ^ par Js , et désignant par 

(>2 le rayon de seconde courbure, qui est la limite de 

— , il vient: 

^ Js ^ 

ou, en faisant usage de la notation adoptée dans le calcul 
différentiel : 


es = (^2-^. 


2 

On a donc, à cause de iP r= çi^ + CS: 


«.=...+ .4^)' 


Nous avons maintenant à nous occuper des développées 
des courbes gauches, mais à cet effet ii est indispensable 
d'acquérir préalablement quelques notions nouvelles sur les 
surfaces développables. 

On a souvent à considérer une surface comme engen- 
drée par une ligne mobile dont le mouvement est dirigé 
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par une ou plusieurs UgMS fixes* La ligne mobile a regu 
le nom de géninurietf et les lignes fixes sont» appelées éifm^ 
iriiws. 

60. La iurfaee engendrée par %me droite qui gliite sur um 
eomrbe gaueke en lui reiianl lotapotirt tangenie^ ou, en d'aulret 
lermei, le lieu de$ langenlet à une- courbe gaueke, eel une eurfaee 
dévehppabte. (^elh surface a pour plans langenls les plans vscn- 
laieun de la courbe direclriee. 

Soit M (fig. 37) un poini de cette courbe, et À un poiDt 
quelconque de la tangente en M Concevons une courbe 
(TMée à< vetonté sur la surfare par le poinv A. NMM*ii#)ns 
montrer que la tangente en il à cette courbe est contenue 
dans le plan osculateur au point M. Il sera établi par là 
que le plan osculateur en un point quelconque de la àxreii- 
trice est tangent à la surface tout le long de la génératrice 
qui passe par ce point, et la proposition sera démontrée. 

Soit M' un point de la dii^ectrioe ÎE^finiment voisin de 
M, et À' le point en lequel la courbe tracée sur ta surfiefee 
coupe la tangente en M\ Considérons Parc MM* comme 
du premier ordre L'arc ÀÀ* est aussi du premier ordre, 
car les longueurs des deux courbes, comptées sur chacune 
d'elles à partir de Tun quelconque de ses points, sont deux 
quantités fonctions Tune de Tautre. D'un autre côté, l'angle 
que fait la tangente en M-^ avec le plan osculateur en M 
étant du second ordre (40), la distance du point À* à ce 
plan est une longueur du second ordre. Il suit de là que 
la direction ÀA' fait un angle infiniment petit avec le plan 
osculateur en Jlf, lequel, par conséquent, contient la limite 
de cette direction , c'est-à-dire la tangente en A à la courbe 
tracée sur la surface. La proposition est ainsi démontrée. 

Remarque, La direclrUe joue^ dans la surface lieu des lan- 
genteêi le rôle d'arête de rebroussemeni. Pour s'en convaincre, 
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ii suffit de cauper la surface par ui> plao , car on recoa- 
aakra alors aiséioeDi que la courbe d'intersection rebrousse 
au point où elle rencoiitre la directrice. Afin de simplifier 
la démonstration, nous supposerons le plan sécant normal à 
la directrice. 

Soient ffig. 38) : 

M le point de la directrice en lequel on mène le plan 
normal ; 

Jlfr la tangente au point M; 

MK l'intersection du plan normal et du plan osculateur 
en M\ 

M* un point de la directrice infiniment voisin de M\ 

N' le point en lequel la tangente en M' à la directrice 
perce le plan osculateur en M\ 

e celui en lequel elle perce le plan normal; 

h le pied de la perpendiculaire abaissée de e sur MK; 
nous allons montrer que Tangle eMh est infiniment petit. 

G^nsidéroiis Tare MM' comme du premier ordre. Dans 
ie triangle MM*e, le côté MM* et !'angle|en M* sont du premier 
oindre, et «omme Fatigier en M est droit à la limite, M*0 est, 
en tant qu'infiniment petit, égal à MM', Par suite, Me est 
du second ordin». D'un autre côté, M'N' est égal, en tant 
q»^infinimeBt petit, sm tiers de MM' (43) ; donc A''^ est égal 
aux deux tiers de MM' , d'où ii suit qu'il est du premier 
ordre. Mais Tangle que fait N^e avec le plan TMK est du 
second ordre (40); donc ek est du troisième. Il est par con- 
séquent infiniment petit par rapport à Me , d'où il résulte 
que l'angle eMk est infiniment petit. Dès lors, Tare de 
courbe que la tangente a la directrice trace sur le plan 
normal en M, quand on la fait glisser de M' a M^ est tan- 
gent à MK au point M. 
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Maintenant, concevons c|ue la génératrice continue à 
glisser sur la directrice en s'avançant vers un point M" 
situé au delà de M par rapport à M' ; elle tracera sur le 
plan normal en M un nouvel arc tangent en Jf à MK. Cet 
arc sera situé, par rapport au précédent, du même côté 
du plan mené par M perpendiculairement à JflT, car pour 
qu'il n*en fût pas ainsi, il faudrait évidemment que la direc- 
trice tra\ersât ce plan, ce qui exigerait qu'elle présentât une 
inilexion au point M. En outre, ce nouvel arc sera situé, 
par rapport au premier, de Faulre côté de MK, car il fau- 
drait évidemment, pour qu'il en fût autrement, que le plan 
osculateur ne traversât pas la directrice au point de con- 
laet. Il est ainsi démontré que la courbe tracée sur le 
plan normal en M par la tangente à la directrice ofire un 
rebrousseinent au point Jf. 

La proposition énoncée en commençant résulte de là, 
puisque cette courbe n'est autre que l'intersection de la 
surlace, lieu des tangentes, par le pian normal à la direc- 
trice. 

Toute surface développable qui n'est ni un cône, ni un 
cylindre, est le lieu des tangentes à une courbe gauche. 
(]ette proposition, qui est en quelque sorte la réciproque 
de celle établie tout à l'heure, résultera de celles qui feront 
l'objet des numéros suivants. 

61. Lemme. L'angle des généralrieei qm poiêenl par lei deux 
exlrémiiés d'un arc infinimenl pelU iracé iur une surface réglée, 
est, en général^ du même ordre que cet arc. 

Concevons que tandis qu'un mobile se transporte le 
long de la courbe dont fait partie Tare infiniment petit con* 
sidéré, une droite, assujettie à passer par un certain point 
de l'espace, que nous désignerons par 0, se meuve de 
façon à être continuellement parallèle à la génératrice à 
laquelle appartient le point où le mobile se trouve au même 


— 99 — 

instant. Cette droite, en vertu de son mouvement, engendre 
un cône qui est le lieu des parallèles menées par aux 
génératrices de Ja surface donnée. 

Soient M, 31' les extrémités de Tare considéré, et m, m' 
les points correspondants d^une courbe tracée à volonté 
sur le cône, c'est-à-dire les points de cette courbe situés 
sur les parallèles aux génératrices qui passent par M et 
.1/'. Les arcs MM^ n^n' sont du môme ordre infinitésimal, 
et il en est de même de Tare mm' et de Tangle mOm\ Par 
suite, l'arc MM' et l'angle mOm' sont du même ordre, et 
comme cet angle est égal à celui que font entre elles les 
génératrices de la surface considérée qui passent par M et 
M\ la proposition se trouve démontrée. 

Ce raisonnement se trouve en défaut si la surface con- 
sidérée est un cylindre, et il devait en être ainsi, car, 
dans ce cas, le théorème cesse d'avoir lieu. 

62. Les plans tangenlt au cône, lieu des parallèles menées 
par un point de Vespace aux génératrices d^une surface dévelop- 
pable, sonl parallèles aux plans tangents à celte surface. 

Soient A et A' (fig 39) deux génératrices de la surface 
considérée infiniment voisines. Traçons sur cette surface 
deux courbes. Soient M et M' les points en lesquels les 
deux génératrices sont coupées par la première courbe, iV 
et iV' ceux en lesquels elles sont coupées par la seconde, 
et p, q les pieds des perpendiculaires abaissées de M' et 
de N* sur le plan tangent à la surface suivant la généra- 
trice A Si nous considérons l'angle des deux génératrices 
comme du premier ordre, les longueurs MM* et I^N* sont 
aussi du premier ordre (61), et, par suite,, les longueurs 
M*p et N'q sont du second (^4. cor. III). 

Gela posé, menons par le point M une parallèle à la 
génératrice A^\ sur cette parallèle prenons MN*i égal à 
jH^V , et soit q\ le pied de la perpendiculaire abaissée de 
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iV'i sur le phn langent soivaoi \h génératrice Â. La quan- 
tilé dont N'^t diftère de S'q étant égale à lf'|^ et les lon- 
gueurs M'p et S'q étant dn second ordre, AT'ifi est du 
second ordre an plus. Mais NN\ est du même ordre que 
Tangle NMS'if donc du premier, et, par conséquent, Tangle 
que fait NN'i a\ec le plan tangent suivant la génératrice À 
est NifiBimenl petit. Dés tors, la taagenie en iV à la courbe 
que décrit le point K't lorsque la génératrice À' teml à se 
ooofondre arae la génératrice A, est contenue dans ce 
plan. 

Il résulte de lé que le plan tangent sufvant la généra- 
tnoe il à la soHhoe considérée est tangent aussi au c^ne 
qu^on obtient en menant par te point M des parallèles à 
tontes les génératrices de cette surface. 

La proposition est ainsi démontrée. 

Nous allons en déduire, comme corollaires, quelques 
propriétés des surfaces développables. 

CortAlaire I. L'angle de deux génératrices d^un eûne îa- 
finimenl voisines et celui des plans tangents au cône suiva«t 
ces deux génératrices sont du même ordre infinitésimal. 
Il résttite €le là, et de la proposition qu'on vient d'établir, 
qu'il en est de même dans toute surface développabfe, 
pourvu, bien entendu, qu'elle ne soit pas un cylindre. 

CoTollawe II. L'angle que fait le plan conduit par deux 
génératrices d'un cône infiniment voisines avec le plan tan- 
gent suivant l'nne d'elles est égal, en tant qu'infiniment 
petit, à la moitié de l'angle des plans tangents suivant ces 
deux génératrices. On le démontre aisément sur la figure 
du numéro 40. Dès lors, l'angle que fait avec le plan tan* 
|:;ent suivant il celui conduit par À' parallèlemeDl à il est 
égal, en tant qu'infiniment petit, à la moitié de l'angle des 
plans tangents suivant À et A\ 11 est donc du même ordre 
que l'angle de ces plans, et, par suite, d'après le corol- 
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(dire précédent, du uiéine «rare ^ue l'aDgle ées géDcratrioes 

Corollaire lU. Désignons par u l'ange ée deux généra- 
trices d'un eône înfinimeot voisines , et par li celui des 
plans tangents au cône suivant ces deux génératrices. 
D'après ce qu^on a vsii au numéro 40, l'angle que fait Foi^e 
d'elles avec le plan tangent mené par Tautre est égal, en 

tant qu'infiniment petit, à -^ol3- H suit de là, et de notre 

théorème, que i'angie que fait A* avec Je plan tangent sui- 
vant A est égal, en tant qu'infiniment petit, à la moitié du 
produit de l'angle des plans tangents suivant A et A' par 
i'angle même de ces droites. W est donc du second ordre, 
l'angle des génératrices A et A* étant considéré comme du 
premier. 

Corollmire IV. Soit « le point en lequel la génératrice A' 
perce le plan tangent suivaat la génératrice A. L'angle 
M*8p étant du second ordre et la longueur M'p aussi, Je 
point 8 est situé è une distance finie de Af^, car on a 

M' s = r-rFé — • Par suite, ce point est nécessairement in- 
êtn M sp ' ' 

iiniment voisin de la génératrice A, 

63. Dans louie surface diveloppable qui n'est pas un cylindre, 

la plus eeurle dislance de deux génératrices infaiimenl voisines esl, 

en fénéral, infiniment petite par rapport à leur angle. 

Reprenons la figure du numéro précédent, et appelons 
M l'angle des génératrices A et A\ Par le poifit s menons 
cine paraUèle à i, et appelons. IT h plan déterminé par 
cette parallèle et par la droite A\ La plus courte distance 
des droites A et A* est égale à la distance de la droite A 
au plan JT. Désignons par B l'angle que fait le plan K avec 
le plan tangent suivant i à la snrface considérée , et par 
u la distance du point « à la droite A La distance de cette 


— 102 ~ 

droite au plan K est égale à aiinS^ et fa question est 
ramenée à prouver que le produit asinS est infiniment 
petit par rapport à o». 

On a vu au numéro précédent, corollaires H et IV, que 
les angles ta et S sont du même ordre inânitésimal , et 
que la longueur a est infiniment petite. Il suit de là que 
asinB est infiniment petit par rapport à oi, et la proposi- 
tion se trouve démontrée. 

64. Lortqui, dam une iurface réglée^ la plus courte dislanee de 
deux générairiees tn/intmeni voismên eiî infiniment petite par 
rapport à leur angle ^ la êurfaee e$t le lieu de$ tangentes à une 
courbe gauche. 

Soient À, A' [fig. 40) deux génératrices de la surface 
donnée infiniment voisines, et p, p' les points où elles sont 
rencontrées par leur commune perpendiculaire. Lorsque 
À' s^approche de i, le point p tend vers une certaine 
limite. On ne peut admettre en eOet qu'il s'éloigne indéfi- 
niment, car concevons qu'on trace une courbe sur la sur- 
face, et soient m, m' les points en lesquels elle est coupée 
par les génératrices À, À^; si les points p etp' s'éloignaient 
indéfiniment, l'angle de ces génératrices serait Infiniment 
petit par rapport à l'arc mm*, et nous avons vu au numéro 
fit que cet arc et cet angle sont du même ordre infinitésimal 

La limite vers laquelle tend le point p a reçu le nom 
de point central. Sur chaque génératrice se trouve un 
point central, et nous allons montrer que les génératrices 
sont tangentes à la courbe lieu des points centraux 

Soient 0, 0' les points centraux situés sur les généra- 
trices A, A\ eX t le pied de la perpendiculaire abaissée 
de 0' sur la génératrice A. Nous allons faire voir que O^t 
est infiniment petit par rapport à 00^ Il en résultera que 
la génératrice A est la limite de la direction 00', Comme 
00' est une corde infiniment petite de la courbe lieu des 
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points centraux , il suivra de là que la génératrice A est 
tangente en à cette courbe, et la proposition se trouvera 
démontrée. 

Remarquons d'abord que la longueur fp' est inHniment 
petite par rapport à l'arc 00* (que Ton n'a pas tracé sur 
ia figure, parce qu'il l'aurait chargée sans utilité); cela 
résulte de ce que cet arc est du même ordre que l'anaile 
des génératrices A^ A' (61), et de ce qu'en vertu de l'hy- 
pothèse, ip/p' est infiniment petit par rapport à cet angle. 
Remarquons encore que p et p' étant infiniment voisins de 
et de 0', les longuenrs Op, O'f* sont infiniment petites. 

Soit F la projection de 0' sur le plan mené par A pa- 
rallèlement à A'. On a OT = fip* , et Vp — O'v*^ La lon- 
gueur O'i est plus grande que F^, car le triangle 0*(V est 
rectangle en F; mais la diflérence est inférieure à O'V ou 
fp' y d'où il suit que si Vi est infiniment petit par rapport 
à 00'^ il en est de même de 0*i. Il suffit donc de démon- 
trer que Yi est infiniment petit par rapport à 00* . Or on a : 

Vi = Vp sin Vpl, 
d'où il résulte, puisque Vp est infiniment petit, que Vi est 
infiniment petit par rapport à l'angle Vpi; mais cet angle 
n'est autre que celui des génératrices A et A*, et puisque 
ce dernier est du môme ordre que l'arc 00* ^ Vt est infi- 
niment petit par rapport à cet arc. 

La proposition est ainsi démontrée. 

Il résulte des deux dernières propositions que loulg sur- 
face développable qui rCesl ni un cône , ni un cylindre^ ett le lieu 
des tangentes à une courbe gauche. 

Remarque, Nous savons que la plus courte distance de 
deux tangentes d'une courbe gauche infiniment voisines est du 
troisième ordre, leur angle étant considéré comme du pre- 
mier. De là, et de la proposition qu'on vient de démontrer, 
résulte le curieux théorème que voici: Lorsque, dans une 
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$urfa€€ réglée^ ht plm courte diêia$^ei ai dêux ginéimirkes infini- 
MfNl toisines êity en finirai, «Tiui ordre êupiriêwr A cêlmi ée 
leur angie, elle €$i de Vordre du cube de cet angle. 

Les notions dont nous avons besoin sur les surfaces 
développables étant maintenant établies, nous retournons 
aux courbes gauches. Nous allons nous occuper de la sur- 
face polaire, dont la considération est à la base de la théo- 
rie des développées. 

65. La surface polaire est déeeloppable, et Us pians normaux 
de la courbe considérée sont ses plans tangente 

Coupons la surface polaire par un plan quelconque, et 
appelons A la courbe d'intersection. Soit N (6g. 41) le point 
de cette courbe qui correspond à un point M de la courbe 
donnée, c'est-à»dire le point en lequel le plan sécant est 
percé par la polaire relative à M. Soit NU Tintersection du 
plan normal en M par le point sécant. Nous allons faire 
voir que NU est tangent en i^ à la courbe A, La proposi- 
tion sera alors démontrée, car le plan sécant étant arbi- 
traire, et iV étant, par conséquent, un point quelconque de 
la pofaire au point M, il sera établi par là que le plan nor- 
mal en M est tangent à la surface tout le long de cette 
polaire. Soit iV' un point de la courbe A infiniment voisin 
de S; conformément à la définition de la tangente, jl s^agit 
de montrer que Tangle que fait NU avec la corde NN' est 
infiniment petit. Soient M^ le point de la courbe donnée 
qui corrospon" à N\ N'U' Tintersection du plan normal 
en M- par le point sécant, et F le point de rencontre des 
«Iroites NU et JVIT'. 

Remarquons d'abord que le point V est infiniment voisin 
de N, En efféf» ce point appartient h l'intersection des plans 
normaux en Jtf et en M' , et le point N est situé snr la 
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polaire relative à^ M, laquelle n^est autre ehose qoe la li-^ 
mite de cette intersection. Par ane raison analogue, F est 
infininieut voisin de K\ Il suit de là que les longueurs 
Vrij FA'' sont infiniment petites. 

Remarquons en second fieti que Tare ^iV' est du mémo 
ordre infinitésimal que Tare MM*. En efl'et, Tare de la courbe 
donnée et celui de la courbe i, comptés à partir de points 
fixes pris sur ces courbes, sont deux longueurs fonctions 
l'une de Tautre. 

En troisième lieu, Pangie UVU' est aussi dti même oi^ro 
que Tare MM\ Pour Je faire voir, nous allons montrer qu'il 
est du même ordre que l'angte des plans normaux en M 
et en M^ , et cela suffira, puisque cet angle est du même 
ordre que l'arc MM'. A cet efiet, considérons le triédre 
dont le sommet est F et dont les trois arêtes sont VU, VU\ 
et Uintersection de deux plans normaux, intersection que 
nous appellerons VX Dans ce triédre , la face UVU* et le 
dièdre dont l'arête est VX sont infiniment petits, tandis que 
les deux autres faces, c'est-à-dire UVX, U'VXy et les deux 
autres dièdres, c'est-\à-dire ceux dont les arêtes sont Ft/, 
VU\ sont des quantités finies. Donc, puisque les sinus des 
faces sont proportionnels à ceux d^ dièdres opposés, ot 
q«e In fece UVU* est opposée au dièdre doot l'arête esft 
FJf, le rapport de l'angle I/Ff/' à ce dièdre, c'est-à-dire 
à i'aagle des plans normaux , a une limite finie, ce qu'on 
voulait démontrer. 

Ces préliminaireB posés, la démonstration s'achève faci- 
lement. L'angle VVU' et la longueur NN* étant du même 

ordre infinitésimal, le rapport — jfs-, — a une limite finie, 
et par §uHe aussi Je rapport ^^^^ — , puisque les sinus 
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des angles UVV*, NVS' sont ^aui. Or, le triangle ATA' 
donne : 

VN' "" AA' ' 

sin UNN^ 
d'où il suit que le rapport — -— tend vers une limite 

finie Donc, puisque FA'' est infiniment petit, il en est de 
même de Tnngle que fait NU avec la corde AA', et îa pro- 
position est démontrée 

Plusieurs propriétés des courbes gauches s'en déduisent 
immédiatement. 

Corollaire I. La surface polaire étant développable , elle 
est te lieu des tangentes à une certaine courbe qui consti- 
tue son arête de rebroussement et qui a pour plans oscu- 
lateurs les plans tangents à la surface polaire, c'est-à-dire 
les plans normaux à la courbe donnée Nous savons déjà 
que Faréte de rebroussement de la surface polaire eat le 
lieu des centres des sphères osculatrices. Par conséquent, 
les plans normavx à la courbe donnée sont les plans osculaleurs 
de la courbe lieu des centres des sphères osculatriees , et la sur- 
face polaire est le lieu des tangentes à cette même courbe 

Corollaire IL il suit de là que de ces deux courbes, la 
proposée et le lieu des centres des sphères osculatriees, 
les tangentes de Tune sont perpendiculaires aux plans os- 
culateurs de l'autre. Par conséquent, le rapport des angles 
de contingence et de torsion en un point de Tune de ces 
deux courbes est égal au rapport inverse au point corres- 
pondant de Tautre. On déduit de là que le rapport des 
rayons de première et de seconde courbure en un point de la pro- 
posée est égal au rapport inverse au point correspondant du lieu 
des centres des sphères osculatriees. 

Corollaire IIl. On appelle normale principale celle des 
normales qui est contenue dans le plan osculateur» C'est 


— 407 — 

donc eelie sar iaqo^le est situé le ceolre du cercle (t>oit- 
laleiir Cela posé, de ce que U Ungeote et le plan oseu- 
lateur en an point de Tune des deux c wir faes sont respec- 
tivement perpendiculatres au plan osculatear et à la tangente 
au point correspondant de Faotre, il résulte immédiatement 
la proposition que voici: Les normmies prtact|Mi/ff à la pro- 
potée et au Neu des centres des sphères osevlmtrices sùnt parai- 
lèfes 

66. Si Von fait rottler le plan tangent snr la surface polaire^ 
ce plan y qui dans son mouvement reste toujours normal à la 
courbe considérée, est tot^ours traversé par elle au même point. 

Considérons deux points infiniment voisins M et M' de 
la courbe donnée. Nous ferons voir premièrement que si 
le plan tangent à la surface polaire, d'abord normal en If, 
roule jusqu'à devenir normal en M% le point M^ considéré 
comme appartenant au plan normal et comme entraîné dans 
son mouvement, se trouve alors à une distance de Jf' in- 
finiment petite par rapport à Tare MM*. Nous regarderons 
cet arc comme du premier ordre. 

Appelons .4 et À' (fig 42) les plans normaux en M et 
en M\ C leur intersection, et B, B* les droites suivant les- 
quelles ces plans touchent la surface polaire, c'est-à-dire 
les polaires relatives aux points M et M*. Traçons dans le 
plan A deux droites quelconques, et soient p, q les points 
en lesquels elles coupent la polaire B, Le plan A roulan** 
sur la surface polaire, ces droites s'enrouleront sur cette 
surface suivant des courbes dont nous désignerons par p* 
et q* les points situés sur la polaire B*, Soient p" et q" 
les points des deux droites qni viennent s appliquer sur p' 
et q\ Les arcs pp', qq* sont du même ordre que MM\ donc 
du premier, et respectivement égaux en longueur a pp'\ 
qq'\ De là, et de ce que tes droites tracées tians le plan 
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À sont taDftontes en f el en 9 eux courbes suivant lesquelles 
elles s'enroulent, il résuHe qne les distances p'p*\ ^^' 
sont dn second ordre. 

Cela pose, nous allons faire exécuter au plan A trois 
mouvements consécutifs dont Tensemble équivaudra au rou- 
lement de ce plan sur la surface polaire. Nous voulons 
(tire par là que, ces trois mouvements accomplis, chaque 
point du plan A occupera dans l'espace exactement la 
même position que si ce plan était* \ enu coïncider avec le 
plan A* en roulant sur la surface polaire. Le premier de 
ces mouvements sera un mouvement de rotation autour de 
la droite C, intersection des plans A ^i A'^ qui amènera le 
premier de ces plans à coïncider avec le second Le 
deuxième sera un mouvement de translation qui amènera le 
point p", situé après le premier mouvement dans le plan A\ à 
coïncider avec p', et en verlu duquel tous les points du 
plan A décriront des droites parallèles et égales â p^'p'. Le 
troisième et dernier sera un mouvement de rotation autour 
«Tun axe mené par p' perpendiculairement au plan A\ mou- 
\ement qui amènera q** à coïtacider avec q\ et en vertu 
duquel tous les points du plan A décriront des arcs de 
cercle ayant p' pour centre. H est évident que Tensemble 
de ces trois mouvements équivaut au roulement sur la 
surface polaire qui am<6nerait le plan A à coïncider avec 
le pl«n A*. 

Examinons retfct de chacun d'eux sur le point JH con~ 
sidéré comme appartenant au plan A et entraîné avec lui 

Le plan A étant normal à la courbe considérée, le pre- 
mier mouvement (ait décrire au point H lui arc de cerde 
tangent à cette courbe au point de départ, d'où iJ suit que 
le point If vient occuper une position qui est distante de 
H* d'une longueur infiniment petite du second ordre. 
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Avaflit ^ rechercher noAtienee ^'a siir l«i posîtioi^ 4u 
pMot Jlf le sfcoiMi motuveoMot^ qui es4 desâîoé à «n^Mr 
le pAînl. p'' €« fi' ^ il faut eiim»««r œUe ^ite le prenmr 
ittouvemeni â «ua sur le poatiioii âe oe p^t p^'. 

Appelant r le pied de la perpendiculaire abaissée <fe 
y** sur riotersetftkm C, le déplaeeioent de p^' qui résulte 
(le ce premier mouviefnent eat l» eorde «l'un are de cercle 
qui a pour ira^&tiin tip' ', et pour ai>^le uu ceuire J'Migie dei> 
pliMi« i, i4^ Cet aivigte est du premier ordre, et rp'' est 
du afiéme ordre que yp' , c'est^-è-dira du premier. Le dé- 
pAacçtaent en question etsl donc du seeood ordre. Doue la 
distance f*'v* •* ^ui éiait du second ord^e avant le pre- 
oiiier mouvement, est du seconJ ordre ou d'iw ordk^e su- 
périeur, unre fois ce mouvemeut e^xéeutré. Pa^ une raison 
analogue, il en est de même de la distance q'*q* ^ 

Maintenant, le deuxième mouven[)ent ayant pour ef^ 
de déplacer tous les pofnts du plan A d'une longueur éga4e 
à y*^^* y le point JW se trouvera eneore, après ce mouve- 
ment, à une distance de fd' infinfment petite par rapport à 
l'are MU*. 

Le point 9'' s'étant aussi déiplacé d'une longueur é^ie 
à p"p', la distance q**q* est, après le deuxième motrve- 
ment, du second ordre ou d'nn ordre sapérieur 

Le troisième mouvement est un mouvement de rotation 
autour de p' qui a pour but de faire coïncider q" avec g'. 
L'ani*!e dont le plan A doit tourner a cet effet est du même 
ordre que la distance q**q' ; donc la quantité dont se dé- 
place le point 3f en vertu du troisième mouvement est du 
môme ordre que q'*q\ et, par conséquent, infiniment petite 
par rapport à Tare JUJIf' . 

II suit de là que, le troisième mouvement accompli, la 
distance à laquelle le point iH se trouve de Jlf' est infini- 
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ment petite par rapport à l'arc MM' ; et comme les trois 
mouvements sont équivalents par leur ensemble au roule- 
ment sur la surface polaire qui amènerait le plan À à coïn- 
cider avec le plan À\ la proposition prélimmaire que nous 
avions en vue se trouve démontrée. 

Ce point acquis, la démonstration s'achève facilement. 
Considérons un arc fini commençant an point M, et décom- 
posons le en ti parties terminées en des points que nous 

appellerons M* , Jf", KT'", , Jlf (■), ce dernier étant 

la seconde extrémité de l'arc fini que l'on considère. Noas 
supposerons ces parties infiniment petites et croissant en 
nombre indéfiniment. Concevons maintenant que Je plan 
normal roule sur la surface polaire à partir de la position 
où il coupe la courbe donnée au point M jusqu'à celle où 
il la coupe au point Jlf c»), et qu'il emporte successivement 
les points Jlf, M*, M'\ ....... If C»-o. Quand il sera arrivé 

en M* , le point M se trouvera à une distance de M' infi- 
niment petite par rapport à Tare MM* ; quand il sera arrivé 
en M*\ le point M* se trouvera a une distance de iV in- 
finiment petite par rapport à l'arc M' M'* ; ; quand 

il sera arrivé en Af t"), le point j|f(»-»^ se trouvera à une 
distance de Jlfc») infiniment petite par rapport à l'arc 
jfcf (n-ojn(n}. Or la distance a laquelle M sera de M c»3, lors- 
que le pian normal coupera la courbe en ce dernier point, 
est inférieure à la somme de toutes ces distances infini- 
ment petites par rapport aux arcs qui leur correspondent 
sur la courbe donnée; donc cette distance est infiniment 
petite par rapport à la somme de ces arcs, c'est-à-dire par 
rapport à l'arc fini considéré MM ("^ donc elle est nulle. 

11 est ainsi démontré que si l'on lait rouler le plan nor- 
mal sur la surface polaire, ii est toujours rencontré par la 
courbe au même point. 


La génération des développées et leurs principales pin>- 
priétés se déduisent de ce théorème comme simples con- 
séquences 

67. Concevons qu'on ait tracé dans le plan tangent à la 
surface polaire une droite indéfinie qui rencontre la courbe 
donnée, et qu'on fasse ensuite rouler le plan sur la surface. 
En vertu du théorème qu'on vient' de démontrer, la droite 
ne cesse pas de rencontrer la courbe, et est toujours cou- 
pée par elle au même point. Considérons maintenant la 
courbe suivant laquelle celte droite s'enroule sur la sur- 
face. A chaque instant du mouvement, la partie non en- 
roulée se raccorde avec celle qui l'est déjà, en sorte qu'au 
point de séparation celle-ci a pour tangente la première. 
Si donc on suppose un fil enroulé sur cette courbe jusqu'à 
un certain point quelconque à partir duquel il s'en détache 
langeutiellement , la partie rectiligne du fil ira rencontrer 
la courbe primitive; et si l'on coupe le fil au point de ren- 
contre, de sorte que ce point en devienne une extrémité, 
puis qu'on développe la partie enroulée du fil en le main- 
tenant toujours tendu et tangent à la partie non encore 
développée, cette extrémité décrira la courbe primitive. 

Cette propriété de la courbe suivant laquelle s'enroule 
sur la surface polaire une droite tracée dans un plan tan- 
gent et rencontrant la courbe primitive, lui a fait donner 
le nom de développée. Par chaque point de la surface polaire 
il passe une développée, car par tout point de cette sur- 
face on peut, dans le plan tangent en ce point, tirer une 
droite qui rencontre la courbe primitive. 

11 est facile de reconnaître qu'il n'existe pas d'auter 
développées que celles dont nous venons de décrire la 
génération. 

D'abord, toute autre ligne tracée sur la surface polaire 
étant coupée en chacun de ses points par une de ces der- 
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nieras» elle ne peu! être tUe^mtaie oee dévelop(»ée, car 
deux courbes <iui 8e cou(iem n'ont pas la même tangeviie 
au point d'Intersection. 

En second lieu, une développée est nécessairement si- 
tuée sur la surface polaire En effet, toute droite tangente 
à une développée f étant normale à la courbe primitive, se 
trouve contenue dans un plan normal à cette courbe i et 
par suite la développée est, en chacun de ses points» tan- 
gente a un plan normal de la courbe primitive. Gela posé, 
considi^rons deux points d^une dévelopipée infiaia^ent voisins, 
et les deux plans normaux auxquels elle est tangente en 
ces points; ces deux points sont infiniment voisins^ de 
rintersectioD des deux plans, car, pour <)u^i] en fût autre* 
ment, il budrait <)ue Tare qui les joint fût contenu dons 
Fun des deux angles infiniment petits <|tte les deux plaofi 
font entre eux, et alors la développée traverserait ces plans 
au lieu de les toucher. Mais cette intersection est infini- 
ment voisine de la surface polaire; donc les deux points 
ne peuvent être situés que sur cette surface. 

68. Le pluK court chemin entre deux poinU d'une déve- 
lof>péê^ en suppo$ant qu*on veuHle aller de Vun à V autre sains 
quiUer la surface polaire , est jusUmenl Varc de développée qui 
les joini. Cela résulte: V de ce qu'en vertu même de leur 
génération , les développées se transforment en lignes 
droites lorsqu^on développe la surface polaire sur un 
plan; 2" de ce qu'une ligne tracée sur une surface déve- 
loppable conserve sa longueur quand on développe la sur- 
face sur un plan On appelle lignes géodésiques les lignes 
tracées sur une suriace et qui jouissent de la propriété 
d'être le plus court chemin entre deux quelconques de 
leurs points. Tels sont sur une sphère les grands cercles. 
Les développées d'une courbe sont donc des lignes géo- 
désiques de sa surface polaire. 


- 113 — 

69. Lorsqu^on développe ta surface polaire $ur un pian, les 
transformées des développées vont toutes concourir en un même 
peint. 

Concevons que le plan tangent roule sur la surface po- 
laire en en entraînant les parties à mesure qu'il les touche; 
le mouvement une fois terminé, cette surface se trouvera 
développée sur un plan. Puisque pendant tout le cours du 
mouvement toutes les développées se rencontrent en un 
même point, qui est celui où le plan est eon3tamment tra- 
versé par la courbe, la même chose a lieu une fois le mou- 
vement terminé, ce qui démontre la proposition. 

70. Tout ce que nous avons dit, relativement aux dé- 
veloppées, s'applique aux courbes planes aussi bien qu'aux 
courbes gauches. Seulement, dans le cas d'une courbe plane, 
la surface polaire est un cylindre dont les génératrices sont 
perpendiculaires au plan de la courbe, et qui a pour sec- 
tion droite le lieu des centres de courbure, cette courbe 
qu'en traitant des courbes planes nous avons appelée la 
développée . 

Dans les courbes gauches, le lieu des centres de cour- 
bure n'est pas, comme dans les courbes planes, une dé- 
veloppée de la courbe primitive. Soient en effet âf. M* 
(tîg. 43) deux points infiniment voisins pris sur la courbe 
primitive, et C, C les centres de courbure relatifs à ces 
points Pour que le lieu des centres de courbure fût uae 
développée, il faudrait que la direction CM fût la limite de 
la direction CC^ et puisque CC est du même ordre qtt&MM', 
il faudrait que la distance de C' à la droite CM iùt du second 
ordre, MM* étant considéré comme du premier. Or cette 
distance est plus grande que celle de C au plan oscula- 
(eur en âf, puisque CM est contenu dans ce plan; par 
conséquent, il faudrait que la distance de €' au plan 
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osculateur en M fui d'uo ordre supérieur au premier. Mais 
cette distance est du premier ordre, car elle est égaie au 
produit du sinus de Tangle des plans osculateurs en M et 
en M'f ou angle de torsion , lequel est du premier ordre, 
par la distance de C à rintersectiQn de ces plans, laquelle 
distance est 6nie , puisque, Tintersection des plans oscula- 
teurs tendant à se confondre avec la tangente en M (36), 
elle a pour limite CM y c'est-à-dire le rayon de première 
courbure au point M. 

71. La surface polaire ayani été développée $ur un plan^ la 
transformée du lieu de$ centres des cercles osculateurs est le lieu 
des pieds des perpendiculairei abaissées sur les tangentes de la 
transformée du lieu des centres des ephhres osculatrices depuis un 
même point du plan, qui est celui où vont concourir les trans- 
formées des développées. En outre^ les longueurs de ces perpendi- 
culaires sont égales aux rayons de courbure. 

Cette proposition est encore une conséquence immé- 
diate du théorème du numéro 66. Considérons un point 
quelconque À de la courbe proposée; soit C le centre du 
cercle osculateur en ce point, et S celui de la sphère os- 
culatrice Dans le triangle qu'on obtient eu joignant les 
points i , Ç et S, lequel est situé dans le plan normal au 
point i4, AC est le rayon du cercle osculateur, AS celui de 
la sphère osculatrice, CS est une génératrice de la surface 
polaire , et AC est perpendiculaire à CS. Concevons main- 
tenant qu'en chaque point de la courbe donnée on ait 
construit ce triangle, puis qu'on fasse rouler le plan tan- 
gent sur la surface polaire. Ce plan viendra coïncider suc- 
cessivement avec celui de chacun des triangles, et empor- 
tera le triangle sans le déformer , de telle façon que , le 
mouvement terminé, les droites AC seront encore perpen- 
diculaires aux droites CS. Le plan roulant étant, pendant 
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tout le cours du mouvement, traversé par la courbe au 
même point, une fois Je mouvement achevé, tous les points 
Â coïncideront, de sorte que toutes les perpendiculaires AC 
seront issues d^un même point, qui est celui où vont con- 
courir les développées quand on étale la surface sur un 
plan. L'ensemble des points C constitue la transformée du 
lieu des centres des cercles osculateurs, et les droites CS, 
qui avant le mouvement étaient tangentes au lieu des 
centres des sphères osculalrices (65 , corollaire I) , sont, 
après le mouvement, tangentes à la transformée de cette 
courbe. La proposition est ainsi démontrée. 

72. Le plan osculaleur <fune développée est le plan délerminé 
par la tangente à la développée au point comidéré et par la tan- 
gente à la courbe primitive au point correspondant. 

Soit N (fîg. 44) un point d'une développée, et M le point 
correspondant de la courbe primitive; MN est tangent en 
iV à la développée. Soit MT la tangente en ilf a la courbe 
primitive. Il s'agit de prouver que le plan NMT est le plan 
osculateur de la développée au point N. 

Soit N^ un point de la développée infiniment voisin de 
N, et M' le point correspondant de la courbe primitive; 
M'N' est tangent à la développée au point JV'. Par N menons 
une droite NH parallèle à M*N* ; le plan osculateur de la 
développée au point N est la limite du plan MNH (31), et 
il suffit, par conséquent, de prouver que ce plan fait un 
angle infiniment petit avec le plan NMT, Nous considérerons 
l'arc MM' comme du premier ordre, et alors l'arc NN/ 
sera aussi du premier ordre. 

La distance du point M' à la tangente MT et celle du 
point N* à la tangente JlfiV sont du second ordre; par suite, 
les distances de M* et de N' au plan NMT sont d'un ordre 
supérieur au premier, car elles sont respectivement plus 
petites que celles de ces points aux droites MT, MN. Or 
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la longueur M'N' étant finie, Tun au nnoins des points If', 
N' est à une distance finie du point où la droite M'N' ren- 
contre le plan NMT; donc Tangle que fait cette droite avec 
ce plan est d'un ordre supérieur au premier; donc aussi 
l'angle que fait la droite NH avec le plan NMT est d*un 
ordre supérieur au premier. D'un autre côté, Tangle MNH 
est du premier ordre, puisqu'il n'est autre que celui des 
tangentes aux extrémités de l'arc iV2^'. Si donc d'un point 
quelconque a pris sur NH on abaisse des perpendiculaires 
sur le plan iVJIfr et sur la droite NM, et qu'on en désigne 

les pieds par b et c, le rapport — sera infiniment petit 

Mais ce rapport est le sinus de l'angle des plans NMT, 
MNH. Cet angle est donc infiniment petit, comme on vou- 
lait le démontrer. 
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au liou de 31, , il faut M'. 
n > • ML + ML, il faut ML -i- 
B » » i/', il faut Q. 


M'L. 


65, 
67, 
69, 
79, 
Ht, 


» » • LM'L, il faut LM' M, 

» » » (?/", il faut CP, 
après Infiniment, il faut ajouter petit, 
«u lieu de if | , il faut M\. 

» m 9 compté, il faut comptés. 

• !• " ^< la distance, il faut à celui de la distance. 

• )> » mM\ il faut m' M. 

» N » au lieu de parallèles aux points, il faut pa- 
rallèles aux tangentes en les pointa. 

• 46; avant iV, au lieu d'une virgule, il faut un point. « 
» 7; au lieu de M' MM", il faut MM' M". 

avant- dernière ligne; cette ligne doit éire lue comme suit: et Ton 

a , <v tendant vers zéro, 
ligue 6; avant du second ordre, il faut ajouter le mot donc. 

• 44; au lieu de point osculateur, il faut plan osculateur. 
lignes 49 et suivantes; l'énoncé doit être lu comme suit: VangU 

que fait avec le plan osculeUeur en une extrimiti d*un arc 
infiifiimeni petit la tangente en l'autre eaotrémité est égal^ en 
tant quHnfiniment petit, à la moitié du produit de Vangle de 
contingence par l'angle de torsion. 
ligne 98; au lieu de om^ il faut om'. 

» 30; il faut une virgule après le uiot Iimit<*. 
dernière ligne; au lieu de arc MM\ il faut arc Mm'. 
ligne 40; au Heu de membre, il faut terme. 
> 99: » > » d'auter, il faut d'autres. 
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